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1 课堂笔记 (1)：课程介绍、定积分的定义

2018 年 2 月 26 日

1.1 课程介绍

1. 教材：《数学分析 (第二册)》(伍胜健).
习题：谢惠民.

2. 答疑时间：每周五下午 3:00–5:00，理一 14106.

3. 成绩：平时 10-20，期中 30-40，期末 40-60.

4. 考试：期中: 二教 107

1.2 定积分的定义

引理 1.1. 设 f(x) 在区间 [a, b] 上连续，m,M 分别为其最小、最大值. 在区间内任意插入有限个
点，形成一个分割

∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b

且设 mi,Mi 分别为 f(x) 在第 i 个区间的最小、最大值. 则有：
n∑

i=1

(Mi −mi)∆xi ≤ (M −m)(b− a).

在假定 f 在闭区间连续的情况下，可以由一致连续得到

lim
n→∞

n∑
i=1

f(ξi)∆xi = S.

定义 1.1 (定积分的定义). 设 f(x) 在 [a, b] 上有定义. 在 [a, b] 中插入 n− 1 个点构成一个分割

∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b

记 ∆xi = xi − xi−1, λ(∆) = max
1≤i≤n

{∆xi} 为分割的直径. 在每个小区间 [xi−1, xi] 中任取 ξi, 如果和式

n∑
i=1

f(ξi)∆xi

在 λ(∆) → 0 的时候存在极限 I, 且不依赖于分割 ∆ 的选取及 ξi 的选取. 则称 f(x) 在区间 [a, b] 上黎

曼可积,I 为 f(x) 在区间 [a, b] 上的定积分.

定义 1.2 (定积分的定义’). 设函数 f(x) 在区间 [a, b] 上有定义. 若存在常数 I, 使得对于 ∀ε >

0,∃δ > 0, 对区间 [a, b] 的任何一个分割 ∆，当 λ(∆) < δ 时，在每个 [xi−1, xi] 任取 ξi 都有∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(ξi)∆xi − I

∣∣∣∣∣ < ε,

则称 I 为函数 f(x) 在 [a, b] 上的定积分. 用记号 f(x) ∈ R[a, b] 表示函数在 [a, b] 可积.

5



定理 1.1 (连续函数的可积性). 设函数 f(x) ∈ C[a, b], 则 f(x) ∈ R[a, b].

简证 首先得到估计式 m(b− a) ≤
∑n

i=1 f(ξi)∆xi ≤ M(b− a). 然后将区间 [a, b] n 等分得到一个

特殊的黎曼和

Sn =
n∑

j=1

f(xj)
b− a

n
.

显然 {Sn} 是一个有界序列, 从而有收敛子列 {Snk
}. 设 lim

k→∞
Snk

= I, 即证 I 为定积分.
对于 ∀ε > 0, 由函数的一致连续，∃δ > 0, 当 x′, x′′ ∈ [a, b], |x′ − x′′| < δ 有

|f(x′)− f(x′′)| < ε

4(b− a)
.

从而对任意的分割 ∆, 当 λ(∆) < δ 时，有

n∑
i=1

(Mi −mi)∆xi <
ε

4
.

由于 lim
k→∞

Snk
= I, 因此存在 K, 当 nk > K 时有 λ(∆nk

) < δ 与 |Snk
− I| < ε

2
同时成立. 现在取定一

个 nk0
满足这两个条件.

对于任意的分割 ∆, 当 λ(∆) < δ 时，我们有下面的估计：∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(ξi)∆xi − I

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

f(ξi)∆xi − Snk0

∣∣∣∣∣+ |Snk0
− I|

<

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(ξi)∆xi −
nk0∑
j=1

f(xj)
b− a

nk0

∣∣∣∣∣+ ε

2
.

记 ∆′ 为 ∆ 与 ∆nk0
的分点集的并所构成的分割. 显然有 λ(∆′) < δ. 容易看出有下面的估计：∣∣∣∣∣

n∑
i=1

f(ξi)∆xi −
n′∑
k=1

f(ξ′k)∆x′
k

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

(Mi −mi)∆xi <
ε

4

与 ∣∣∣∣∣
nk0∑
j=1

f(xj)
b− a

nk0

−
n′∑
k=1

f(ξ′k)∆x′
k

∣∣∣∣∣ ≤
nk0∑
j=1

(M ′
j −m′

j)
b− a

nk0

<
ε

4
.

其中
n′∑
k=1

f(ξ′k)∆x′
k 是关于 ∆′ 的任意一个黎曼和. 因此

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(ξi)∆xi − I

∣∣∣∣∣ < ε.

证毕.
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2 课堂笔记 (2)：微积分基本定理、达布理论

2018 年 2 月 28 日

2.1 微积分基本定理

定理 2.1 (微积分基本定理). 设函数 f(x) 在区间 [a, b] 上有定积分，并且满足：

1. 在 [a, b] 上可积；

2. 在 [a, b] 上存在原函数 F (x),

则有 ∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

证明 首先，由于 f(x) 在 [a, b] 可积，任取区间的分割 ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b, 在

[xi−1, xi] 任取 ξi, 则有

lim
λ(∆)→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi =

∫ b

a

f(x)dx.

其次，关于分割 ∆, 我们有

F (b)− F (a) =
n∑

i=1

[F (xi)− F (xi−1)].

在每个小区间上对 F (x) 应用 Lagrange 中值定理得

F (xi)− F (xi−1) = f(ξ′i)∆xi,

因此我们有

F (b)− F (a) = lim
λ(∆)→0

n∑
i=1

[F (xi)− F (xi−1)]

= lim
λ(∆)→0

n∑
i=1

f(ξ′i)∆xi

=

∫ b

a

f(x)dx.

证毕.

例题 2.1. 设 In =
1

nα+1
(1 + 2α + · · ·+ nα)(α > 0), 求 lim

n→∞
In.

由于

In =
1

n

(
1

nα
+

2α

nα
+ · · ·+ nα

nα

)
=

1

n

n∑
i=1

iα

nα
,

因此 In 可以看成函数 xα 在区间 [0, 1] 上关于分割

0 <
1

n
<

2

n
< · · · < n

n
= 1

的一个黎曼和. 由 xα 在区间 [0, 1] 上连续，从而可积. 我们知道 1

α+ 1
xα+1 是它的一个原函数，从而

lim
n→∞

In =

∫ 1

0

xαdx =
1

α+ 1
.
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2.2 达布理论

定理 2.2 (可积的一个必要条件). 设 f ∈ R[a, b], 则 f 在 [a, b] 上有界.

证明 若记
∫ b

a
f(x)dx = I, 则从可积的定义知道，对于 ε = 1, 存在一个分划 P, 使得对于从属于

这个 P 的任何介点集 ξ, 均成立不等式 ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(ξi)∆xi

∣∣∣∣∣ < 1.

下面只要证明 f 在每个 Ii = [xi−1, xi] 上有界即可. 对于确定的子区间 Ii, 固定所有 ξk(k ̸= i), 就可以对

f(ξi) 作出估计如下：

1

∆xi

(I − 1−
∑
k ̸=i

f(ξk)∆xk) < f(ξi) <
1

∆xi

(I + 1−
∑
k ̸=i

f(ξk)∆xk).

由于 ξi ∈ Ii = [xi−1, xi] 的任意性，可见 f 在 Ii 上有界.

例题 2.2. 证明狄利克雷函数

y = D(x) =

1, x ∈ Q

0, x ∈ R/Q

在任何区间都不可积.

定义 2.1 (达布和). 对于分割 ∆, 令

Mi = sup
x∈[xi−1,xi]

{f(x)}, mi = inf
x∈[xi−1,xi]

{f(x)}.

我们作如下和式：

S(∆) =
n∑

i=1

Mi∆xi, S(∆) =
n∑

i=1

mi∆xi.

称 S(∆), S(∆) 分别为 f(x) 关于分割 ∆ 的达布上和与达布下和.

我们显然有：

S(∆) ≤ S(∆) ≤ S(∆).

若 ∆′ 中的分点均是 ∆′′ 中的分点，则称 ∆′′ 是 ∆′ 的细分，记为 ∆′ ⊂ ∆′′.

引理 2.1. 设 ∆′,∆′′ 为区间 [a, b] 的两个分割，若 ∆′ ⊂ ∆′′, 则对于分割的细分，达布上和不增，达
布下和不减.

证明 设

∆′ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

我们先假定

∆′′ : a = x0 < x1 < · · · < xi−1 < x′ < xi < · · · < xn = b,
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即 ∆′′ 只是在 ∆′ 中加入一个分点 x′. 记

Mi = sup
x∈[xi−1,xi]

{f(x)},M ′
i = sup

x∈[xi−1,x′]

{f(x)},M ′′
i = sup

x∈[x′,xi]

{f(x)},

则有

M ′
i ≤ Mi,M

′′
i ≤ Mi,

因此有

S(∆′)− S(∆′′) = Mi(xi − xi−1)− [M ′
i(x

′ − xi−1) +M ′′
i (xi − x′)] ≥ 0.

同理对于达布下和. 对于 ∆′ 中加入多个分点的情形可以比较逐个每次加入一个分点的分割.

引理 2.2. 设 ∆′,∆′′ 是区间 [a, b] 上任意两个分割，则有 S(∆′) ≤ S(∆′′), 即任意分割的达布下和

不大于任意分割的达布上和.

证明 将 ∆′,∆′′ 中分分点合并在一起构成区间 [a, b] 的一个新的分割. 记其为 ∆ = ∆′ ∪∆′′. 由引
理2.1得

S(∆′) ≤ S(∆) ≤ S(∆) ≤ S(∆′′).

证毕.
我们再定义 ∫ b

a

f(x)dx = sup
∆

{S(∆)},
∫ b

a

f(x)dx = inf
∆
{S(∆)}

分别为函数 f(x) 在区间 [a, b] 的下积分和上积分. 显然我们有∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

f(x)dx.

定理 2.3 (达布定理). 设函数 f(x) 在区间 [a, b] 上有界，则

lim
λ(∆)→0

S(∆) =

∫ b

a

f(x)dx, lim
λ(∆)→0

S(∆) =

∫ b

a

f(x)dx.

证明 只证上积分的情形. 对于 ∀ε > 0，由上积分的定义，存在一个分割 ∆1 : a = x′
0 < x′

1 <

· · · < x′
N = b 使得下式成立

0 ≤ S(∆1)−
∫ b

a

f(x)dx <
ε

2
.

对任意分割 ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b, 由上积分的定义有

0 ≤ S(∆)−
∫ b

a

f(x)dx.

我们记 ∆∗ = ∆ ∪∆1, 并考查分割 ∆ 中的每一个小区间 [xi−1, xi]. 如果 (xi−1, xi) 中无 ∆1 的分点，则

在 S(∆) 与 S(∆∗) 中的对应项同为 Mi∆xi. 现在设 (xi−1, xi) 中含有 ∆1 的分点. 记 δ1 为 ∆1 中 N 个

小区间长度的最小者，若预先取 λ(∆) < δ1, 则在 (xi−1, xi) 中只有 ∆1 中的一个分点 x′. 因此 S(∆) 与

S(∆∗) 中相应项之差为

Mi(xi − xi−1)− [M ′
i(x

′ − xi−1) +M ′′
i (xi − x′)]

≤ (M −m)(xi − xi−1)

≤ (M −m)λ(∆).(m = inf
x∈[a,b]

{f(x)})
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因此我们得到下面的估计式：

0 ≤ S(∆)− S(∆∗) ≤ (N − 1)(M −m)λ(∆).

我们不妨设 m < M, 否则 f 为常值函数. 取 δ = min
{
δ1,

ε

2(N − 1)(M −m)

}
, 当 λ(∆) < δ 时，有

0 ≤ S(∆)−
∫ b

a

f(x)dx

= [S(∆)− S(∆∗)] + [S(∆∗)− S(∆1)] + [S(∆1)−
∫ b

a

f(x)dx]

<
ε

2
+ 0 +

ε

2
= ε.

证毕.
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3 习题课笔记 (1)

2018 年 2 月 28 日

例题 3.1. 设 f(x) 在 [a, b] 上有界，α > 0. 对任意一个分割 ∆, 以及任意选取的 ξi, 计算

lim
λ(∆)→0

n∑
i=1

f(ξi)(∆xi)
1+α.

我们有下面的估计： ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(ξi)(∆xi) · (∆xi)
α

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

|f(ξi)|∆xi · (∆xi)
α

≤ M
n∑

i=1

∆xi · (λ(∆))α

≤ M(b− a) · (λ(∆))α → 0.

从而所求极限为零.

例题 3.2. 设

f(x) =

x, x ∈ Q

0, 其他

求 f(x) 在 [0, 1] 上的上、下积分.

我们取任一分割 ∆, 显然有 mi = 0 为区间 [xi−1, xi] 上 f 的下确界. 从而

S(∆) ≡ 0 = I∗.

另一方面，

S(∆) =
n∑

i=1

Mi∆xi =
n∑

i=1

xi(xi − xi−1) =
n∑

i=1

x2
i − xixi−1 ≥

n∑
i=1

(
x2
i −

x2
i + x2

i−1

2

)
=

1

2
.

现在我们证明
1

2
确实是它的下确界，从而就是 I∗. 将 [0, 1] 等分，得到分割 ∆n : 0 <

1

n
< · · · < n

n
= 1.

S(∆) =
n∑

i=1

xi(xi − xi−1) =
n∑

i=1

i

n2
=

1

2
.

我们就证明了 I∗ =
1

2
.

例题 3.3. f(x) ∈ R[a, b],In =
1

n

[
f

(
1

n

)
− f

(
2

n

)
+ · · ·+ (−1)nf

(
n− 1

n

)]
. 证明 lim

n→∞
In = 0.

简证 分别讨论 n = 2k, 2k − 1 的时候，凑出黎曼和.
或者：|In| ≤

1

n

[∣∣∣∣f ( 1

n

)
− f

(
2

n

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ( 3

n

)
− f

(
4

n

)∣∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣∣f (n− 1

n

)
− f

(n
n

)∣∣∣∣]+f (1) ≤ 1

2

2

n

∑
ωi.
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4 课堂笔记 (3): 可积的充要条件、可积函数类

2018 年 3 月 5 日

4.1 可积的充要条件

定理 4.1. 设函数 f(x) 在 [a, b] 上有界，则 f(x) ∈ R[a, b] 的充要条件是∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx.

证明 充分性是显然的，下证必要性.
我们观察到，通过在每个小区间上的特殊取值，可以使黎曼和任意接近达布上下和. 设 f(x) ∈ R[a, b],
则对于任意的 ε > 0,∃δ > 0, 对 [a, b] 的任意分割 ∆, 只要 λ(∆) < δ，就有∣∣∣∣∣

n∑
i=1

f(ξi)∆xi −
∫ b

a

f(x)dx
∣∣∣∣∣ < ε.

由上下确界的定义，存在 ξ′i, ξ
′′
i ∈ [xi−1, xi], 使得

f(ξ′i) ≥ Mi −
ε

b− a
, f(ξ′′i ) ≤ mi +

ε

b− a
.

因此有 ∫ b

a

f(x)dx− ε ≤
n∑

i=1

Mi∆xi − ε ≤
n∑

i=1

f(ξ′i)∆xi <

∫ b

a

f(x)dx+ εi∫ b

a

f(x)dx+ ε ≥
n∑

i=1

mi∆xi + ε ≥
n∑

i=1

f(ξ′′i )∆xi >

∫ b

a

f(x)dx− εi

由此 ∫ b

a

f(x)dx− ε <

∫ b

a

f(x)dx+ ε ≤
∫ b

a

f(x)dx+ ε <

∫ b

a

f(x)dx+ 3ε.

也就是

0 <

∫ b

a

f(x)dx−
∫ b

a

f(x)dx < 4ε.

证毕.
附注 本节内容参考《微积分学教程》更为清晰.

定理 4.2. 若 f(x) 在 [a, b] 有界，则下面三个结论等价：

1. f(x) ∈ R[a, b];

2. ∀ε > 0,∃∆, 使得
n∑

i=1

ωi∆xi < ε;

3. ∀ε > 0,∀σ > 0,∃∆, 使得 ωi ≥ ε 的区间长度总和小于 σ.

证明可参考《微积分学教程》.
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4.2 可积函数类

定理 4.3. 若 f(x) 在 [a, b] 上有界，若 f 连续或者只有有限个间断点，则 f(x) ∈ R[a, b].

简证 连续函数的情况用 Cantor 定理易证. 若 f 只有有限个间断点, 可以将所有小区间分为两
类，即包含或不包含间断点. 对于不包含间断点的闭区间，可以应用 Cantor 定理到每一个小区间. 对于
包含间断点的闭区间，可以用整个区间的振幅来放缩.
附注 还可以证明如下结论：设函数 f(x) 在区间 [a, b] 上有界，且有无穷多个不连续点，若这些间断

点构成的集合只有有限多个聚点，则 f(x) ∈ R[a, b].

例题 4.1. 函数 f(x) =

sin 1

x
, x ̸= 0

0, x = 0
在任何区间 [a, b] 上可积.

例题 4.2. 函数 f(x) =


{
1

x

}
, x ̸= 0,

0, x = 0

在 [0, 1] 上可积.

定理 4.4. f(x) 在 [a, b] 上单调，则 f(x) ∈ R[a, b].

例题 4.3. 黎曼函数

f(x) =


1

p
, x ∈ [0, 1], x =

q

p
(p, q > 0, (p, q) ≡ 1),

0, x ∈ (0, 1)\Q,

1, x = 0

在区间 [0, 1] 可积且值为 0.

定理 4.5 (Lebesgue定理). 设函数 f(x) 在 [a, b] 有界，记 E 为 f(x) 的间断点集，则 f(x) ∈ R[a, b]

的充要条件是：对于 ∀ε > 0, 存在一列开区间 (x′
i, x

′′
i ) 使得 E ⊂ ∪∞

i=1(x
′
i, x

′′
i ) 并且对于 ∀n ∈ N, 有

n∑
i=1

(x′′
i − x′

i) < ε.
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5 课堂笔记 (4): 定积分的性质

2018 年 3 月 7 日

定理 5.1 (线性性质). 设函数 f, g ∈ R[a, b], α, β ∈ R, 则 αf(x) + βg(x) ∈ R[a, b], 且∫ b

a

[αf(x) + βg(x)]dx = α

∫ b

a

f(x)dx+ β

∫ b

a

g(x)dx.

简证 注意振幅 ωi(αf(x)+ βg(x)) = sup
x′,x′′∈[xi−1,xi]

|αf(x′)+ βg(x′)−αf(x′′)− βg(x′′)|. 然后对绝对值

放缩即可.

定理 5.2. 设函数 f(x) ∈ R[a, b], 则 |f(x)| ∈ R[a, b], 且有∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx
∣∣∣∣∣ ≤

∫ b

a

|f(x)|dx.

证明 对于 ∀ε > 0,∃∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b, 记 ωi(f) 为第 i 个小区间的振幅，则有

n∑
i=1

ωi(f)∆xi < ε.

当 x′, x′′ ∈ [xi−1, xi] 时我们有

||f(x′)| − |f(x′′)|| ≤ |f(x′)− f(x′′)|,

因此有

ωi(|f |) ≤ ωi(f),

从而有
n∑

i=1

ωi(|f |)∆xi < ε.

所以 |f(x)| ∈ R[a, b].

对 [a, b] 的任意分割 ∆ 及任意选取的 ξi, 我们有∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(ξi)∆xi

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

|f(ξi)|∆xi.

因此，当 λ(∆) → 0 时就得到证明.

定理 5.3. 设 a < c < b, 则函数 f(x) ∈ R[a, b] 的充要条件是：f(x) ∈ R[a, c], f(x) ∈ R[c, b]. 当

f(x) ∈ R[a, b] 时，有： ∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx.

简证 必要性是显然的 (利用分割的一部分). 对于充分性，只要将两个小区间对应的分割部分加
起来即可.
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定理 5.4. 设函数 f, g ∈ R[a, b], 并且对于 ∀x ∈ [a, b], 有 f(x) ≥ g(x), 则有∫ b

a

f(x)dx ≥
∫ b

a

g(x)dx.

例题 5.1. 设函数 f ∈ R[a, b], 证明，对 ∀ε > 0,

(1). 存在 [a, b] 上的阶梯函数 h(x), 使得

∫ b

a

|f(x)− h(x)|dx < ε;

(2). 存在 [a, b] 上的连续函数 g(x), 使得
∫ b

a

|f(x)− g(x)|dx < ε.

证明 由于 f(x) ∈ R[a, b], 对于 ∀ε > 0, 存在 [a, b] 的分割

∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b,

记 Mi,mi, ωi 为第 i 个小区间的上、下确界和振幅，则有

n∑
i=1

ωi∆xi < ε.

(1). 定义阶梯函数

f(x) =

Mi, x ∈ [xi−1, xi), i = 1, 2, · · · , n− 1,

Mn, x ∈ [xn−1, b]

和

f(x) =

mi, x ∈ [xi−1, xi), i = 1, 2, · · · , n− 1,

mn, x ∈ [xn−1, b]

则 f(x), f(x) 均为区间 [a, b] 上的阶梯函数. 为了证明它们满足 (1) 的结论，我们令1

f1(x) =

f(x), x ∈ [a, b], x ̸= xi,

f(xi), x = xi

f
1
(x) =

f(x), x ∈ [a, b], x ̸= xi,

f(xi), x = xi

容易看出 f(x), f1(x), f(x), f1
(x) 均为 [a, b] 上的可积函数，且有∫ b

a

|f(x)− f(x)|dx =

∫ b

a

|f(x)− f1(x)|dx

与 ∫ b

a

|f(x)− f(x)|dx =

∫ b

a

|f(x)− f
1
(x)|dx.

由振幅的定义，对于 ∀x ∈ [xi−1, xi], 有

|f(x)− f1(x)| ≤ ωi, |f(x)− f
1
(x)| ≤ ωi,

1如果不这么做，就可能在端点处出现该闭区间振幅大于 ωi 的情况. 因此我们需要排除端点处的例外.
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从而有 ∫ b

a

|f(x)− f(x)|dx =

∫ b

a

|f(x)− f
1
(x)|dx

=
n∑

i=1

∫ xi

xi−1

|f(x)− f
1
(x)|dx ≤

n∑
i=1

ωi∆xi < ε

和 ∫ b

a

|f(x)− f(x)| < ε.

(2). 作折线依次连接 (xi−1, f(xi−1)) 和 (xi, f(xi)). 则 g(x) 为该折线函数 (分段线性函数)，显然是满足
条件的.
附注 我们还可以证明下面的结论：设函数 f(x) ∈ R[a, b], 则对于 ∀ε > 0, 存在区间 [a, b] 上的连续函

数 g(x), 使得 ∫ b

a

[f(x)− g(x)]2dx < ε.

利用上面的例子可以容易地证之. 只需注意到用上面的构造有 |f(x)| ≤ M, |g(x)| ≤ M, [f(x)− g(x)]2 ≤
[|f(x)|+ |g(x)|]|f(x)− g(x)|.

定理 5.5. 设函数 f, g ∈ R[a, b], 则 fg ∈ R[a, b].

简证 只需注意到 |f(x′′)g(x′′)−f(x′)g(x′)| ≤ |f(x′′)g(x′′)−f(x′′)g(x′)|+|f(x′′)g(x′)−f(x′)g(x′)| ≤
|f(x′′)||g(x′′)− g(x′)|+ |g(x′)||f(x′′)− f(x′)|, 从而 ωi(fg) ≤ M(ωi(f) + ωi(g)).

容易看出，此时
f(x)

g(x)
, f(g(x)) 都不一定可积.

例题 5.2. 设函数 f(x) 在区间 [a, b] 上连续，证明：

(1). 如果对 [a, b] 的任何子区间 [a1, b1] 有

∫ b1

a1

f(x)dx = 0, 则 f(x) ≡ 0.

(2). 若 f(x) ≥ 0, 且

∫ b

a

f(x)dx = 0, 则 f(x) ≡ 0.

例题 5.3. 设 0 < q ≤ p, 证明 ln p

q
≤ p− q

q
.
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6 习题课笔记 (2)

例题 6.1. 设 f 定义在 [a, b]，且 f(x) > 0, x ∈ [a, b]. 证明，

∫ b

a

f(x)dx > 0.

证明 我们用反证法. 假设
∫ b

a

f(x)dx = 0. 于是对于 ∀ε > 0,∃δ > 0，当我们选取的分割 ∆ : a =

x0 < x1 < · · · < xn = b 的 λ(∆) < δ 时，就有

n∑
i=1

Mi∆xi < ε, Mi = sup
x∈[xi−1,xi]

{f(x)}.

故存在 Mi1 使得 Mi1 < ε. 这时候我们记 [a1, b1] = [xi1−1, xi1 ]. 我们在后面将证明
∫ b1

a1

f(x)dx = 0, 现在

不妨先使用它. 则同理我们取 ε

2
对 [a1, b1] 采取同样的操作，存在 [a2, b1] ⊂ [a1, b1] 使得 f(x) ≤ ε

2
, x ∈

[a2, b2], 且

∫ b2

a2

f(x)dx = 0. 这样下去，则找到闭区间套 {[an, bn]}∞n=1, 当 x ∈ [an, bn] 时，f(x) <
ε

n
. 从

而存在唯一 ξ ∈
∩∞

n=1[an, bn]. 故 f(ξ) = 0. 矛盾.
现在我们简单说明上面用到的结论，只需要将 [a1, b1] 内的黎曼和放大到整个区间即可.

现在我们有个结论：若 f > 0, x ∈ [a, b],

∫ b

a

f(x)dx = 0, 则 f(x) 的零点集在 [a, b] 稠密.

例题 6.2. 设 f(x) ∈ C1[a, b]，作 [a, b] 的 n 等分，记 I =

∫ b

a

f(x)dx, Sn =
n∑

i=1

f(xi)
b− a

n
. 证明：

lim
n→∞

n(Sn − I) =
b− a

2
(f(b)− f(a)).

证明 注意到

|Sn − I| =
n∑

i=1

∫ xi

xi−1

f ′(ξi)(xi − x)dx

和
b− a

2
(f(b)− f(a)) =

b− a

2

n∑
i=1

∫ xi

xi−1

f ′(ηi)dx.

于是我们有 ∣∣∣∣n(Sn − I)− b− a

2
(f(b)− f(a))

∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∣∣∣∣∣
∫ xi

xi−1

(
f ′(ξi)n(xi − x)− f ′(ηi)

b− a

2

)
dx
∣∣∣∣∣

≤
n∑

i=1

∣∣∣∣∣
∫ xi

xi−1

(f ′(ξi)n(xi − x)− f ′(ηi)n(xi − x))dx
∣∣∣∣∣ · · · · · · I1

+
n∑

i=1

∣∣∣∣∣
∫ xi

xi−1

(
f ′(ηi)n(xi − x)− f ′(ηi)

b− a

2

)
dx
∣∣∣∣∣ · · · · · · I2.

对于 I1 我们有

I1 ≤
n∑

i=1

∫ xi

xi−1

|f ′(ξi)− f ′(ηi)|n(xi − x)dx.
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当 |xi − xi−1| =
b− a

n
< δ 时，|f ′(ξi)− f ′(ηi)| < ε. 这时有

I1 ≤ ε
n∑

i=1

∫ xi

xi−1

n(xi − x)dx =
ε(b− a)2

2
.

对于 I2，我们有

I2 =
n∑

i=1

∣∣∣∣∣f ′(ηi)

∫ xi

xi−1

(
n(xi − x)− b− a

2

)
dx
∣∣∣∣∣ = 0.

这样就完成了证明.

例题 6.3. 设 f ∈ C1[a, b], f(a) = f(b) = 0, 则

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx
∣∣∣∣∣ ≤ (b− a)2

4
sup |f ′(x)|.

证明 我们有∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ a+b

2

a

f(x)dx+

∫ b

a+b
2

f(x)dx
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∫ a+b

2

a

(∫ x

a

f ′(t)dt
)

dx+

∫ b

a+b
2

(∫ x

b

f ′(t)dt
)

dx
∣∣∣∣∣

≤
∫ a+b

2

a

(∫ x

a

|f ′(t)|dt
)

dx

+

∫ b

a+b
2

(∫ x

b

|f ′(t)|dt
)

dx

此时显然有 ∫ a+b
2

a

(∫ x

a

|f ′(t)|dt
)

dx ≤
∫ a+b

2

a

(∫ x

a

Mdt
)

dx =
M

8
(b− a)2.

得证.
附注 这种将大区间分成若干小区间的方法十分常用.

例题 6.4. 设 f(x) ∈ C[−1, 1], 则

lim
n→∞

∫ 1

−1
f(x)(1− x2)ndx∫ 1

−1
(1− x2)ndx

= f(0).

证明 令 gn(x) =
(1− x2)n∫ 1

−1
(1− x2)ndx

, 则 gn(x) ≥ 0 且
∫ 1

−1
g(x)dx = 1. 从而

∣∣∣∣∫ 1

−1

f(x)gn(x)dx− f(0)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 1

−1

f(x)gn(x)dx−
∫ 1

−1

f(0)gn(x)dx
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫ 1

−1

(f(x)− f(0)) gn(x)dx
∣∣∣∣

≤
∫ 1

−1

|f(x)− f(0)| gn(x)dx

=

∫ δ

−δ

|f(x)− f(0)| gn(x)dx+

∫ −δ

−1

|f(x)− f(0)| gn(x)dx+

∫ 1

δ

|f(x)− f(0)| gn(x)dx.
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首先，我们有 (由闭区间上的一致连续性)：∫ δ

−δ

|f(x)− f(0)| gn(x)dx ≤ ε

2

∫ δ

−δ

gn(x)dx ≤
∫ 1

−1

gn(x)dx =
ε

2
.

下面再说明
∫ −δ

−1
(1− x2)ndx 与

∫ 1

δ
(1− x2)ndx 是

∫ δ

−δ
(1− x2)ndx 的高阶无穷小即可.

例题 6.5. 设 f 可微，且 f ′ ∈ R[a, b]，则 |f(y)− f(x)| ≤ M |y − x| 12 ,M 是常数.

证明 我们利用 Cauchy-Schwarz 不等式：
|f(y)− f(x)| = |

∫ y

x
f ′(t)dt| ≤

√∫ y

x
12dt ·

√∫ y

x
(f ′(t))2dt ≤

√
|y − x|

√∫ b

a
|f ′(t)|2dt.
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7 课堂笔记 (5): 变限定积分与定积分的计算 (1)

2018 年 3 月 12 日

7.1 原函数的存在性

定义 7.1. 设函数 f(x) ∈ R[a, b]，则对于 ∀x ∈ [a, b], f(t) ∈ R[a, x]，则

Φ(x) =

∫ x

a

f(t)dt

是定义在区间 [a, b] 上的一个函数，称为 f(t) 的变上限定积分.

定理 7.1. 设 Φ(x) 是函数 f(t) ∈ R[a, b] 的变上限积分.

1. Φ(x) ∈ C[a, b];

2. 若 f(t) ∈ C[a, b]，则 Φ(x) 在 [a, b] 上可导，并且 Φ′(x) = f(x).

证明 Φ(x) 的连续性用定义即可. 下面设 f(t) ∈ C[a, b], 来证明 Φ(x) 在 x0 ∈ (a, b) 处满足

Φ′(x0) = f(x0). 由 f(t) 的连续性, 对于 ∀ε > 0,∃δ > 0, 当 |t− x0| < δ 时，有 |f(t)− f(x0)| < ε. 因此，

当 0 < |x− x0| < δ 时，有∣∣∣∣Φ(x)− Φ(x0)

x− x0

− f(x0)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ x

a
f(t)dt−

∫ x0

a
f(t)dt

x− x0

−
∫ x

x0
f(x0)dt
x− x0

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ x

x0
[f(t)− f(x0)]dt

x− x0

∣∣∣∣∣
≤
∫ x

x0
|f(t)− f(x0)|dt
|x− x0|

< ε.

于是我们知道，区间 [a, b] 上的连续函数 f 总存在原函数，且其变上限积分就是它的一个原函数.
附注 值得注意的是，即使一个函数 f(x) 存在原函数 F (x)，有时候 f(x) 也不可积. 例如

F (x) =

x2 sin 1

x2
, x ̸= 0,

0, x = 0.

则它的导数在 x = 0 的邻域内无界，从而在包含 x = 0 的任何闭区间都不可积.
下面来考虑积分上下限是函数时变限定积分的求导问题. 若函数 f(t) ∈ C[a, b], u = ϕ(x) 在区间

[α, β] 上可导，且对于 ∀x ∈ [α, β], ϕ(x) ∈ [a, b]，则对于 ∀x ∈ [α, β],

∫ ϕ

a

(x)f(t)dt 在 [α, β] 上有定义，因

此是 [α, β] 的一个函数. 若令

G(x) =

∫ ϕ

a

(x)f(t)dt,

则 G(x) 可以看成 Φ(u) =
∫ u

a
f(t)dt 与 u = ϕ(x) 的复合函数. 因此

G′(x) = Φ(ϕ(x))ϕ′(x) = f(ϕ(x))ϕ′(x).
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7.2 定积分的计算 (1)

定理 7.2 (换元法). 设函数 f(x) ∈ C[a, b]，φ(t)在区间 [α, β]上具有连续导数,且 φ(α) = a, φ(β) =

b, a ≤ φ(t) ≤ b, 则有 ∫ b

a

f(x)dx =

∫ β

α

f(φ(t))φ′(t)dt.

证明 一方面，由于 f(x) ∈ C[a, b],因此具有原函数 F (x),且
∫ b

a
f(x)dx = F (b)−F (a).另一方面，

F (φ(t)) 是连续函数 f(φ(t))φ′(t) 在 [α, β] 上的一个原函数，因此也有
∫ β

α
f(φ(t))φ′(t)dt = F (b)−F (a).

例题 7.1. 求定积分 I =

∫ π

0

x sinx

1 + cos2 xdx.

解 只需要将区间从
π

2
分成两部分即可.

例题 7.2. 设 x1, x2 ∈ (−1, 1), 定义 d(x1, x2) = |
∫ x2

x1

dx
1−x2 |. 则：

1. 对任何的 x1, x2 ∈ (−1, 1), 有 d(x1, x2) ≥ 0, 且 d(x1, x2) = 0 ⇐⇒ x1 = x2;

2. d(x1, x2) = d(x2, x1);

3. 对任何的 x1, x2, x3 ∈ (−1, 1), 成立 d(x1, x3) ≤ d(x1, x2) + d(x2, x3);

4. 设 x0, x1, x2 ∈ (−1, 1), wj =
xj − x0

1− x0xj

(j = 1, 2), 则 w1, w2 ∈ (−1, 1) 且 d(w1, w2) = d(x1, x2);

5. 设 x0 ∈ (−1, 1), 则 lim
x→±1

d(x0, x) = +∞.

这个距离 d 称为庞加莱 (Poincare) 距离或双曲距离.
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8 课堂笔记 (6): 定积分的计算 (2)、积分中值定理 (1)

2018 年 3 月 14 日

8.1 定积分的计算 (2)

定理 8.1 (分部积分法). 设函数 u(x), v(x) 在区间 [a, b] 上可导，并且 u′(x), v′(x) ∈ R[a, b], 则∫ b

a

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)
∣∣∣b
a
−
∫ b

a

u′(x)v(x)dx.

例题 8.1. 对任意的 m ∈ N, 有

∫ π
2

0

sinm xdx =

∫ π
2

0

cosm xdx = Im =


(m− 1)!!

m!!
· π
2

,m是偶数

(m− 1)!!

m!!
,m是奇数

例题 8.2 (Wallis 公式). 当 x ∈
(
0,

π

2

)
,∀n ∈ N, 有

sin2n+1 x < sin2n x < sin2n−1 x,

积分之，有
(2n)!!

(2n+ 1)!!
<

(2n− 1)!!

(2n)!!

π

2
<

(2n− 2)!!

(2n− 1)!!
.

从而容易得到

lim
n→∞

[
(2n)!!

(2n− 1)!!

]2
1

2n+ 1
=

π

2
.

8.2 定积分中值定理 (1)

引理 8.1. 设函数 f(x) 在区间 [a, b] 上连续，必存在一点 ξ ∈ [a, b]，使得∫ b

a

f(x)dx = f(ξ)(b− a).

定理 8.2 (定积分第一中值定理). 设函数 f(x) ∈ C[a, b], g(x) ∈ R[a, b], 且在 [a, b] 上不变号，则存

在 ξ ∈ [a, b] 使得 ∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x)dx.

简证 由介值定理易知.
附注 在定积分第一中值定理中，若只假定 f(x) ∈ R[a, b], 令

m = inf{f(x)}, M = sup{f(x)},

则同样可以证明存在 µ ∈ [m,M ] 使得∫ b

a

f(x)g(x)dx = µ

∫ b

a

g(x)dx.

而若 f(x) 是连续的，则可以证明存在 ξ ∈ (a, b) 使得上式成立.

22



例题 8.3. 设函数 f(x) ∈ C[0, 1], 证明

lim
n→∞

∫ 1

0

nf(x)

1 + n2x2
dx =

π

2
f(0).

证明 由于 f(x) ∈ C[0, 1]，从而存在 M > 0 使得 |f(x)| ≤ M. 由定积分的性质，我们有∫ 1

0

nf(x)

1 + n2x2
dx =

∫ n− 1
3

0

nf(x)

1 + n2x2
dx+

∫ 1

n− 1
3

nf(x)

1 + n2x2
dx.

对于第二个积分有： ∣∣∣∣∫ 1

n− 1
3

nf(x)

1 + n2x2
dx
∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

n− 1
3

∣∣∣∣ nf(x)

1 + n2x2

∣∣∣∣dx ≤ nM

1 + n1+ 1
3

→ 0.

而在第一个积分中，
n

1 + n2x2
不变号，因此存在 ξ ∈ [0, n− 1

3 ] 使得

∫ n− 1
3

0

nf(x)

1 + n2x2
dx = f(ξ)

∫ − 1
3

0

n

1 + n2x2
dx = f(ξ) arctann

2
3 .

显然当 n → ∞ 时，ξ → 0，arctann
2
3 → π

2
, 因此得证.

定理 8.3 (带积分余项的泰勒公式). 设 f(x) 在 x0 的邻域 U(x0, h) 内具有 n+ 1 阶连续导数，则

对 ∀x ∈ U(x0, h)，有

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +
1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(t)(x− t)ndt.

证明 由 NL 公式：

f(x) = f(x0) +

∫ x

x0

f ′(t)dt = f(x0) +

∫ x

x0

(x− t)0f ′(t)dt.

利用分部积分有：∫ x

x0

(x− t)0f ′(t)dt = −
∫ x

x0

f ′(t)d(x− t)

= f ′(x0)(x− x0) +

∫ x

x0

(x− t)f ′′(t)dt

= f ′(x0)(x− x0)−
1

2

∫ x

x0

f ′′(t)d(x− t)2

= f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)

2 +
1

2

∫ x

x0

(x− t)2f ′′′(t)dt.

然后再用归纳法可以得证.
附注 现在用它来推出 Lagrange 余项. 事实上，在 x0 与 x 之间，g(t) = (x− t)n 是关于 t 的连续函

数并且是不变号的，而 f (n−1)(t) 是连续的，因此，由第一中值定理在 x0 与 x 之间存在 ξ 使得

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

n!

∫ x

x0

(x− t)ndt = f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1.

而如果如下应用积分第一中值定理，则可以得到柯西余项：

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

n!
(x− ξ)n(x− x0),

在注意到 x− ξ = (x− x0)− θ(x− x0) = (1− θ)(x− x0), 0 < θ < 1，代入就得到了柯西余项.
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9 习题课笔记 (3)

例题 9.1. 设 f, g 是 [a, b] 上的连续递增函数，则有

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx · 1

b− a

∫ b

a

g(x)dx ≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)g(x)dx.

证明 我们可以证明一个更一般的结论：∫ x

a

f(t)dt
∫ x

a

g(t)dt ≤ (x− a)

∫ x

a

f(t)g(t)dt, x ≥ a.

于是令

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt
∫ x

a

g(t)dt− (x− a)

∫ x

a

f(t)g(t)dt.

F ′(x) = f(x)

∫ x

a

g(t)dt+ g(x)

∫ x

a

f(t)dt−
∫ x

a

f(t)g(t)dt− (x− a)f(x)g(x)

=

∫ x

a

f(x)g(t)dt+
∫ x

a

g(x)f(t)dt−
∫ x

a

f(t)g(t)dt−
∫ x

a

f(x)g(x)dt

=

∫ x

a

[f(x)− f(t)]g(t)dt−
∫ x

a

[f(x)− f(t)]g(x)dt

=

∫ x

a

[f(x)− f(t)][g(t)− g(x)]dt < 0.

故 F (x) 单调减，又 F (a) = 0, 从而得证.

例题 9.2. 设 f(x) ∈ C[0, 1], 且 f(x) ≥ 0. 若 f2(x) ≤ 1 + 2

∫ x

0

f(t)dt, 则 f(x) ≤ 1 + x, x ∈ [0, 1].

证明 令 F (x) =
∫ x

0
f(t)dt, F (0) = 0, F ′(x) = f(x), 于是条件变成

F ′(x) ≤
√
1 + 2F (x)或

F ′(x)√
1 + 2F (x)

≤ 1.

两边从 0 到 x 积分有： ∫ x

0

dF (t)√
1 + 2F (t)

≤ x,

结果是

f(x) = F ′(x) =
√
1 + 2F (x)− 1 ≤ x,

从而得证.
附注 通常涉及变上限积分，将之化为微分方程处理.

例题 9.3. 证明下列结论：

1. 设 f(x) ∈ C[0, 1], 则存在 ξ ∈ (0, 1), 使得 ξf(ξ) =

∫ 1

ξ

f(x)dx.

2. 设 f(x) ∈ C[a, b], 且 a > 0，若

∫ b

a

f(x)dx = 0, 则存在 ξ ∈ (a, b) 使

∫ ξ

a

f(x)dx = ξf(ξ).

证明
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1. 设 F (x) =

∫ 1

x

f(t)dt, F (1) = 0, F ′(x) = −f(x). 再令 G(x) = xF (x), G′(x) = xF ′(x) + F (x), 且有

G(0) = G(1) = 0，则存在 ξ ∈ (0, 1) 使得 G′(ξ) = 0，原式成立.

2. 设 F (x) =

∫ x

a

f(t)dt, F (a) = F (b) = 0, F ′(x) = f(x). 然后同上即可.

例题 9.4. 设 f(x) ∈ C[0, 1]，且在 (0, 1) 上可导，并且满足 f(1) = 2

∫ 1
2

0

e1−xf(x)dx. 则存在

ξ ∈ (0, 1) 满足 f(ξ) = f ′(ξ).

证明 令 F (x) =
f(x)

ex
, F ′(x) =

f ′(x)− f(x)

ex
. 且 f(1) = 2

∫ 1
2

0

e1−xf(x)dx = 2f(η)e1−η · 1
2

=

f(η)e1−η, 也即 G(1) = G(η), 再由 Rolle 定理得证.

例题 9.5. 设 f(x) ∈ C(−∞,∞), 且 f ′(0) 存在，对于 ∀x ∈ (−∞,∞), 有

∫ x

0

f(t)dt = 1

2
xf(x). 则

f(x) ≡ cx.

证明 令 F (x) =
∫ x

0
f(t)dt, 条件变为 F (x) =

1

2
xF ′(x) 或 xF ′(x)− 2F (x) = 0. 也即当 x > 0 时

F ′(x) − 2

x
F (x) =

(
F (x)

x2

)′

= 0. 于是 F (x) = c1x
2, f(x) = c′x. 当 x < 0 时同理有 f(x) = c′′x. 由于

f ′(0) 存在，从而 c′ = c′′, 得证.

例题 9.6. 计算定积分
∫ π

2

0

sin(2m− 1)x

sinx
dx.

简证 只需要利用 sin(2m−1)x = sinx+
m−1∑
k=1

(sin(2k+1)x−sin(2k−1)x) = sinx+
m−1∑
k=1

2 cos 2kx sinx.

结果为
π

2
.

例题 9.7. 若 f ∈ C[0, 1]，求 lim
n→∞

∫ 1

0

nxnf(x)dx.

简证 我们有如下的估计：∣∣∣∣∫ 1

0

nxnf(x)− f(1)dx
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ 1

0

nxnf(x)− nxnf(1)dx
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ 1

0

nxnf(1)− f(1)dx
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫ 1

0

nxn(f(x)− f(1))dx
∣∣∣∣+ f(1)

∫ 1

0

(nxn − 1)dx

第二项在 n → ∞ 的时候趋于零. 现在来估计第一项.

I1 =

∣∣∣∣∫ 1

0

nxn(f(x)− f(1))dx
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∫ 1−δ

0

nxn(f(x)− f(1))dx
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∫ 1

1−δ

nxn(f(x)− f(1))dx
∣∣∣∣

≤ 2M

∫ 1−δ

0

nxndx+ ε

∫ 1

1−δ

nxndx

≤ 2M(1− δ)n + ε.
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10 课堂笔记 (7): 定积分中值定理 (2)、定积分的应用 (1)

2018 年 3 月 18 日

10.1 定积分第二中值定理

定理 10.1 (定积分第二中值定理). 设 g(x) ∈ R[a, b], 则

1. 若 f(x) 在 [a, b] 上单调上升且 f(x) ≥ 0, 则存在 ξ1 ∈ [a, b] 使得∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(b)

∫ b

ξ1

g(x)dx;

2. 若 f(x) 在 [a, b] 上单调下降且 f(x) ≥ 0, 则存在 ξ2 ∈ [a, b] 使得∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(a)

∫ ξ2

a

g(x)dx;

3. 若 f(x) 在 [a, b] 上单调, 则存在 ξ ∈ [a, b] 使得∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(a)

∫ ξ

a

g(x)dx+ f(b)

∫ b

ξ

g(x)dx.

我们可以先在条件较弱的情况下证明：设 g(x) ∈ C[a, b], f(x) ∈ C1[a, b].此时令G(x) =

∫ b

x

g(t)dt,m,M

为其最小最大值，则有 ∫ b

a

f(x)g(x)dx = −
∫ b

a

f(x)dG(x)

= f(a)G(a) +

∫ b

a

G(x)f ′(x)dx.

再由

m[f(b)− f(a)] ≤
∫ b

a

G(x)f ′(x)dx ≤ M [f(b)− f(a)]

得到

mf(b) ≤
∫ b

a

f(x)g(x)dx ≤ Mf(b).

再由介值定理得证.

引理 10.1 (阿贝尔变换). 设 a1, a2, · · · , an; b1, b2, · · · , bn 是两组数，若记 Bk =
k∑

i=1

bi, 则有

n∑
i=1

aibi =
n−1∑
i=1

(ai − ai+1)Bi + anBn = anBn −
n−1∑
i=1

(ai+1 − ai)Bi.

证明从略. 现在我们可以证明原定理了.
证明 令 h(x) =

∫ x

a

g(t)dt. 知 h(x) ∈ C[a, b]. 设 m = min{h(x)},M = max{h(x)}, |g(x)| ≤ M1.

∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b 为任一分割，则有∫ b

a

f(x)g(x)dx = lim
λ(∆)→0

n∑
i=1

∫ xi

xi−1

f(x)g(x)dx.
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由于 ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

∫ xi

xi−1

[f(x)− f(xi−1)]g(x)dx
∣∣∣∣∣ ≤ M1

n∑
i=1

ωi∆xi → 0.

从而 ∫ b

a

f(x)g(x)dx = lim
λ(∆)→0

n∑
i=1

f(xi−1)

∫ xi

xi−1

g(x)dx.

因此只需要对
n∑

i=1

f(xi−1)

∫ xi

xi−1

g(x)dx =
n∑

i=1

f(xi−1)[h(xi)− h(xi−1)]

进行估计即可. 运用 Abel 引理我们有
n∑

i=1

f(xi−1)[h(xi)− h(xi−1)] =
n−1∑
i=1

[f(xi−1)− f(xi)]h(xi) + f(xn−1)h(b).

由于 f 是单调减的，故 f(xi−1)− f(xi) ≥ 0. 再注意到 f(b) ≥ 0,m ≤ h(x) ≤ M, 可以推出

mf(a) =
n−1∑
i=1

[f(xi−1)− f(xi)]m+ f(xn−1)m

≤
n−1∑
i=1

[f(xi−1)− f(xi)]h(xi) + f(xn−1)h(b)

≤
n−1∑
i=1

[f(xi−1)− f(xi)]M + f(xn−1)M

= Mf(a).

从而

mf(a) ≤
∫ b

a

f(x)g(x)dx ≤ Mf(a).

再由介值定理得证.

例题 10.1. 设函数 f(x) 在区间 [a, b] 单调增，证明：∫ b

a

xf(x)dx ≥ a+ b

2

∫ b

a

f(x)dx.

证明 移项后有∫ b

a

f(x)

(
x− a+ b

2

)
dx = f(a)

∫ ξ

a

(
x− a+ b

2

)
dx+ f(b)

∫ b

ξ

(
x− a+ b

2

)
dx

= [f(b)− f(a)]
b− ξ

2
(ξ − a) ≥ 0.

附注 此题可以不用中值定理，变量替换后合并显然.

例题 10.2. 设函数 f(x) =


∫ x

0

sin 1

t
dt, x ̸= 0

0, x = 0

，证明 f ′(0) = 0.
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证明 对任给的 x > 0, 由于 sin 1

t
在区间 [0, x] 上可积，从而有∫ x

0

sin 1

t
dt = lim

δ→0+

∫ x

δ

sin 1

t
dt.

作变换 t =
1

u
, 有 ∫ x

δ

sin 1

t
dt =

∫ 1
δ

1
x

sinu

u2
du.

应用积分第二中值定理，存在 ξδ ∈
[
1

x
,
1

δ

]
, 使得

∫ 1
δ

1
x

sinu

u2
du = x2

∫ ξδ

1
x

sinudu.

由于
∣∣∣∫ ξδ

1
x

sinudu
∣∣∣ ≤ 2, 因此，对 ∀δ > 0 有∣∣∣∣∫ x

δ

sin 1

t
dt
∣∣∣∣ ≤ 2x2.

令 δ → 0+, 得 ∣∣∣∣∫ x

0

sin 1

t
dt
∣∣∣∣ ≤ 2x2.

注意到

∫ x

0

sin 1

t
dt 是偶函数，从而对 x < 0 也成立，因此有

0 ≤ lim
x→0

∣∣∣∣∣
∫ x

0
sin 1

t
dt

x

∣∣∣∣∣ ≤ lim
x→0

2x2

|x|
= 0.

得证.

10.2 定积分的应用 (1)

定理 10.2 (Young 不等式). 设 f(x) 是区间 [0,+∞) 上严格单增连续函数，且 f(0) = 0，则对任

何的 a > 0, b > 0 有

ab ≤
∫ a

0

f(x)dx+

∫ b

0

f−1(y)dy.

简证 先设 0 < b ≤ f(a), 由 f 的严格增，有

[a− f−1(b)]b ≤
∫ a

f−1(b)

f(x)dx.

整理得

ab−
∫ a

0

f(x)dx ≤ bf−1(b)−
∫ f−1(b)

0

f(x)dx.

然后考虑定积分的几何意义即可.
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11 课堂笔记 (8): 定积分的应用 (2)

2018 年 3 月 21 日

11.1 参数方程表示

有结论：

A =

∫ β

α

x(t)y′(t)dt = −
∫ β

α

y(t)x′(t)dt.

或者记为

A =

∫
γ

xdy = −
∫
γ

ydx =
1

2

∫
γ

xdy − ydx.

例题 11.1. 计算椭圆 x2

a2
+

y2

b2
= 1 所围图形 S 的面积 A.

解 将椭圆方程写成参数方程

γ :

x = a cos t,

y = b sin t,
t ∈ [0, 2π],

当 t 连续变化时，该曲线为正定向. 因此

A =

∫
γ

xdy =

∫ 2π

0

a cos t · b cos tdt = πab.

11.2 微元法

设所求定积分的量是 S，它与区间 [a, b] 有关，当区间给定后，S 就是一个确定的量，而且该量具

有可加性，即对于 [a, b] 的任意分割 ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b，若记 [xi−1, xi] 的部分量为 ∆si,

则 S =
∑

∆si. 为求 S，我们可以任取小区间 [x, x + dx] ⊂ [a, b]，若 [x, x + dx] 所对应的那部分量
∆s = f(ξ)dx, 则有 ds = f(x)dx, 并且 S =

∫ b

a
f(x)dx. 这个求 S 的过程也称微元法.

11.3 极坐标表示

我们可以用微元法推导出极坐标下的面积公式：

A =

∫ β

α

1

2
r2(θ)dθ.

例题 11.2. 求心脏线 r = a(1 + cos θ) 所围成的平面图形的面积.

解 A =
1

2

∫ 2π

0
a2(1 + cos θ)2dθ =

3

2
πa2.

11.4 截面面积已知的立体的体积

例题 11.3. 求椭球体 x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
≤ 1 的体积.
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解 对于每个 x ∈ [−a, a],过点 x且与 x垂直的平面截面的面积为椭圆
y2

b2(1− x2

a2 )
+

z2

c2(1− x2

a2 )
=

1 所围成的面积. 该图形的面积为 πab(1− x2

a2 ), 因此

V =

∫ a

−a

πab(1− x2

a2
)dx =

4

3
πab.

例题 11.4. 求星形线 x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 绕 x 轴一周形成的立体的体积.

解 由旋转体的体积公式，有

V = π

∫ a

−a

y2dx = π

∫ a

−a

(x
2
3 − a

2
3 )3dx =

32

105
πa3.

11.5 曲线的弧长

设平面曲线 Γ 由参数方程给出，且 x′(t), y′(t) 是区间 [α, β] 上的连续函数, 且 x′(t)2 + y′(t)2 ̸= 0,

这时 Γ 是光滑曲线. 可以推导出：
∆L ≈

√
x′(t)2 + y′(t)2dt.

从而 Γ 的弧长是

L =

∫ β

α

√
x′(t)2 + y′(t)2dt.

或者

L =

∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2dx.

L =

∫ β

α

√
[r(θ)]2 + [r′(θ)]2dθ.

例题 11.5. 求双纽线 r2 = 2a2 cos 2θ 从 θ = 0 到 θ =
π

6
之间的弧长 L.

解 对 r2 = 2a2 cos 2θ 两边关于 θ 求导得 2rr′ = −4a2 sin 2θ, 因此

r′(θ) =
−2a2 sin 2θ

r
,

从而 √
r2(θ) + r′(θ)2 =

√
2a√

1− 2 sin2 θ
.

得到

L =

∫ π
6

0

√
2a√

1− 2 sin2 θ
dθ.
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12 习题课笔记 (4)

例题 12.1. 设 f ∈ R[a, b], 且 g 为周期函数，周期为 T，g ∈ R[0, T ]. 证明：

lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x)g(λx)dx =
1

T

∫ T

0

g(x)dx
∫ b

a

f(x)dx.

证明 我们取 m ∈ N 使得 [a, b] ⊂ (−mT,mT ). 再令 F (x) =

f(x), x ∈ [a, b]

0, x ∈ [−mT,mT ]\[a, b]
,

故
∫mT

−mT
F (x)g(λx)dx =

∫ b

a
f(x)g(λx)dx. 首先，假定 g(x) ≥ 0, 对 [−mT,mT ] 作分割 ∆λ : −mT ≤

− [λm]

λ
T ≤ − [λm]− 1

λ
T ≤ · · · ≤ [λm]− 1

λ
T ≤ [λm]

λ
T ≤ mT. 两端小区间的长度是

mT − [λm]

λ
T =

λm− [λm]

λ
T ≤ T

λ
.

中间的小区间长度是
T

λ
. 当 λ → ∞, 区间长度趋于零，从而对该分割：

∫ mT

−mT

F (x)g(λx)dx =

∫ − [λm]
λ T

−mT

F (x)g(λx)dx+

∫ mT

[λm]
λ T

F (x)g(λx)dx+

[λm]−1∑
k=−[λm]

∫ k+1
λ T

k
λT

F (x)g(λx)dx.

首先考虑 (设界为 M)
∣∣∣∫mT

[λm]
λ T

F (x)g(λx)dx
∣∣∣ ≤ M

∫mT
[λm]

λ T
dx ≤ M T

λ
→ 0. 同理对于负的那部分.

再考虑 ∫ k+1
λ T

k
λT

F (x)g(λx)dx = uk

∫ k+1
λ T

k
λT

g(λx)dx.

其中 inf{F (x)} = mk ≤ uk ≤ Mk = sup{F (x)}. 从而

uk

∫ k+1
λ T

k
λT

g(λx)dx = uk

∫ T

0

g(kT + t)

λ
dt = uk

λ

∫ T

0

g(t)dt.

所以

[λm]−1∑
k=−[λm]

∫ k+1
λ T

k
λT

F (x)g(λx)dx =

[λm]−1∑
k=−[λm]

Tuk

λ

1

T

∫ T

0

g(t)dt

=
1

T

∫ T

0

g(t)dt
∑
k

T

λ
uk

=
1

T

∫ T

0

g(t)dt
∫ mT

−mT

F (x)dx.

对于一般的 g(x)，令 g1(x) =
|g(x)|+ g(x)

2
, g2(x) =

|g(x)| − g(x)

2
, 从而有 g(x) = g1(x)− g2(x). 利用定

积分的线性性质得证.
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13 课堂笔记 (9): 定积分的应用 (3)

2018 年 3 月 26 日

13.1 旋转体的侧面积

通过面积微元

dS = 2πy(t)
√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt

得到侧面积公式：

S = 2π

∫ β

α

y(t)
√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt.

例题 13.1. 求圆周 x2 + y2 = R2 上 x 介于 [a, a+ h] 的部分绕 x 轴旋转一周所形成的球台的体积

及侧面积.

解 设该球台可由曲线 y = f(x) =
√
R2 − x2 绕 x 轴旋转一周而成，其体积

V = π

∫ a+h

a

(R2 − x2)dx = π

[
R2h−

(
a2h+ ah2 +

h3

3

)]
.

其侧面积为

S = 2π

∫ a+h

a

√
R2 − x2

√
1 + [f ′(x)]2dx = 2πhR.

13.2 在物理学上的应用

n 个质点关于 x, y 轴的静力矩分别为

Mx =
n∑

i=1

miyi, My =
n∑

i=1

mixi.

这 n 个质点的质心为

x̄ =
My

M
=

∑n
i=1 mixi∑n
i=1 mi

, ȳ =
Mx

M
=

∑n
i=1 miyi∑n
i=1 mi

曲线 Γ 的静力矩是

Mx =

∫ β

α

ρ(t)y(t)
√

[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt,

My =

∫ β

α

ρ(t)x(t)
√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt.

从而可以求出质心坐标

x̄ =
My

M
, ȳ =

Mx

M
.

特别地，我们有

2πȳL = S.
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也就是，一条曲线绕 x 轴旋转一周所成旋转体的侧面积等于该曲线长度与质心绕 x 轴旋转一周的周长

的乘积.
物质曲线 Γ 关于 x, y 轴的转动惯量为

Ix =

∫ β

α

ρ(t)y2(t)
√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt,

Iy =

∫ β

α

ρ(t)x2(t)
√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt.

现在来考虑平面图形的质心问题. 注意到图形 S 关于 x, y 轴的静力矩的微元分别为

dMx =
1

2
[y2(x) + y1(x)][y2(x)− y1(x)]dx =

1

2
[y22(x)− y12(x)]dx,

dMy = x[y2(x)− y1(x)]dx.

从而整个图形 S 关于 x, y 的静力矩是

Mx =
1

2

∫ b

a

[y22(x)− y12(x)]dx,

My =

∫ b

a

x[y2(x)− y1(x)]dx.

特别地有

2πȳS = V.

这表明一个平面图形绕 x 轴旋转一周得到的旋转体体积等于该平面图形的面积与以质心到 x 轴的距离

为半径的圆周长的乘积.

例题 13.2. 求半径为 R > 0 的半圆盘的质心.

解 设质心为 (x̄, ȳ), 由对称性 x̄ = 0. 该图形绕 x 轴旋转一周得到球体，故

2πȳ
π

2
R2 =

4

3
πR3.

解得 ȳ =
4

3π
R.
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14 定积分补充: 不等式

补充 14.1 (Hadamard不等式). 设 f 是 (a, b) 上的下凸函数，则对任意 x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2，有

f

(
x1 + x2

2

)
≤ 1

x2 − x1

∫ x2

x1

f(t)dt ≤ f(x1) + f(x2)

2
.

可以证明，其中每一个不等式都是函数下凸的充要条件.

补充 14.2 (Jensen 不等式). 设 f, p ∈ R[a, b],m ≤ f(x) ≤ M,p(x) ≥ 0,
∫ b

a
p(x) > 0, 则当 ϕ 是

[m,M ] 上的下凸函数时，成立不等式：

ϕ

(∫ b

a
p(x)f(x)dx∫ b

a
p(x)dx

)
≤
∫ b

a
p(x)ϕ(f(x))dx∫ b

a
p(x)dx

.

若 ϕ 为上凸则不等式反向.

补充 14.3 (Schwarz 不等式). 设 f, g ∈ R[a, b]，则(∫ b

a

f(x)g(x)dx
)2

≤
∫ b

a

f2(x)dx
∫ b

a

g2(x)dx.

例题 14.1. 设 f ∈ C1[a, b], f(a) = 0, 证明：∫ b

a

f2(x)dx ≤ (b− a)2

2

∫ b

a

(f ′(x))2dx.

证明 利用条件 f(a) = 0 知

f(x) =

∫ x

a

f ′(t)dt,

然后用 Schwarz 不等式作如下估计：

f2(x) =

(∫ x

a

f ′(t)dt
)2

≤
(∫ x

a

(f ′(x))2dx
)
(x− a) ≤ (x− a)

∫ b

a

(f ′(x))2dx.

然后取积分即可.

补充 14.4 (Young 不等式). 设 f 在 [0,+∞) 上连续可导且严格单增，f(0) = 0, a, b > 0，则有

ab ≤
∫ a

0

f(x)dx+

∫ b

0

g(y)dy.

其中 g(y) 是 f(x) 的反函数，等号成立当且仅当 b = f(a).

补充 14.5 (Holder 不等式). 设 f, g ∈ R[a, b],
1

p
+

1

q
= 1, 则成立

(∫ b

a

|f(x)g(x)|dx
)

≤

(∫ b

a

|f(x)|pdx
) 1

p
(∫ b

a

|g(x)|qdx
) 1

q

.

补充 14.6 (Minkowski 不等式). 设 f, g ∈ R[a, b], 1 ≤ p < +∞, 则成立(∫ b

a

(|f(x)|+ |g(x)|)pdx
) 1

p

≤

(∫ b

a

|f(x)|pdx
) 1

p

+

(∫ b

a

|g(x)|pdx
) 1

p

.
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15 课堂笔记 (10): 无穷积分

2018 年 3 月 28 日

15.1 无穷积分的概念

定义 15.1. 设函数 f(x) 在 [a,+∞) 上有定义，并且对于 ∀X ∈ (a,+∞), 在 [a,X] 上可积，如果

极限

lim
X→+∞

∫ X

a

f(x)dx

存在，则称无穷积分

∫ +∞

a

f(x)dx 收敛，或者可积. 记
∫ +∞

a

f(x)dx = lim
X→+∞

∫ X

a

f(x)dx.

类似地，我们可以定义在区间 (−∞, b], (−∞,+∞) 上的无穷积分.

例题 15.1. 讨论无穷积分
∫ ∞

1

dx
xp
的敛散性，其中 p ∈ R.

解 易得在 p > 1 时收敛，在 p ≤ 1 时发散.

例题 15.2. 讨论无穷积分
∫ ∞

2

dx
x lnp x

的收敛性.

解 易得在 p > 1 时收敛，在 p ≤ 1 时发散.
同样地，我们可以证明无穷积分 ∫ ∞

e2

dx
x lnx(ln lnx)p

在 p > 1 时收敛，在 p ≤ 1 时发散.
我们可以证明下面的关于无穷积分的换元法和分部积分公式：

设函数 f(x) 在 [a,+∞) 上定义且可积，函数 φ(x) 在区间 [α, β) 上连续可微，严格单调上升，并且满足

a = φ(α) ≤ φ(t) ≤ lim
t→β−

φ(t) = +∞,

则换元公式成立： ∫ +∞

a

f(x)dx =

∫ β

α

f(φ(t))φ′(t)dt.

附注 当等式两端的积分有一个收敛时，另一个也收敛，否则发散.

例题 15.3. 计算无穷积分
∫ +∞

1

dx
x
√
1 + x2

.

解 令 x =
1

t
, 积分化为 ∫ 1

0

dt√
1 + t2

= ln(1 +
√
2).

从这里知道，无穷积分经过换元之后可能变为定积分.

我们说无穷积分

∫ +∞

−∞
f(x)dx收敛是指关于 X1, X2 的极限 lim

X1→−∞
X2→+∞

∫ X2

X1

f(x)dx存在，其中 X1, X2

是独立的过程. 如果仅考虑 lim
X→∞

∫ X

−X

f(x)dx，则当它收敛时，我们称为在柯西主值意义下是收敛的. 我

们也记为

V.P.

∫ +∞

−∞
f(x)dx.
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15.2 无穷积分的审敛法 (1)

定理 15.1 (柯西准则). 设函数 f(x) 在 [a +∞) 上有定义且在 [a,X] 上可积，则无穷积分收敛的

充要条件是：对 ∀ε > 0, ∃M > a, 当 X ′′ > X ′ > M 时，有∣∣∣∣∣
∫ X′′

X′
f(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε.

定理 15.2. 设函数 f(x) 在 [a +∞) 上有定义且在 [a,X] 上可积，若无穷积分

∫ +∞

a

f(x)dx 绝对

收敛，则它本身必收敛.

定理 15.3. 设非负函数 f(x) 在 [a + ∞) 上有定义且在 [a,X] 上可积，则无穷积分

∫ +∞

a

f(x)dx

收敛的充要条件是，存在 A > 0, 使得对一切 X ≥ a, 有∫ X

a

f(x)dx ≤ A.

定理 15.4 (比较判别法 1). 设非负函数 f(x), g(x) 在 [a+∞) 上有定义且在 [a,X] 上可积. 若存在
常数 c1 > 0, c2 > 0 及 M0 ≥ a, 使得当 x ≥ M0 时成立不等式

c1f(x) ≤ c2g(x),

则有下列结论：

1. 若
∫ +∞

a

g(x)dx 收敛，则
∫ +∞

a

f(x)dx 也收敛;

2. 若
∫ +∞

a

f(x)dx 发散，则
∫ +∞

a

g(x)dx 也发散.

证明 由假设

∫ +∞

a

g(x)dx 收敛，对于 ∀ε > 0,∃M1 > 0, 当 X ′′ > X ′ > M1 时，有

∫ X′′

X′
g(x)dx <

c1
c2
ε.

由于当 x ≥ M0 时，有

f(x) ≤ c2
c1
g(x),

因此取 M = max{M0,M1}, 当 X ′′ > X ′ > M 时，有

0 ≤
∫ X′′

X′
f(x)dx ≥ c2

c1

∫ X′′

X′
g(x)dx < ε.

证毕.

定理 15.5 (比较判别法 2). 设非负函数 f(x), g(x)(g(x) ̸= 0) 在 [a+∞) 上有定义且在 [a,X] 上可

积. 若 lim
x→∞

f(x)

g(x)
, 则
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1. 当 0 < l < +∞ 时，f, g 同敛散;

2. 当 l = 0 时, 若
∫ +∞

0

g(x)dx 收敛，则
∫ +∞

0

f(x)dx 收敛;

3. 当 l = +∞, 若
∫ +∞

0

g(x)dx 发散，则
∫ +∞

0

f(x)dx 发散.
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16 习题课笔记 (5)

例题 16.1. 设 f 在 [0, 1] 可微且 |f ′(x)| ≤ M. 证明：∀n ∈ N�
∣∣∣∣∫ 1

0
f(x)dx− 1

n

n∑
n=1

f( i
n
)

∣∣∣∣ ≤ M

n
.

证明 将 [0, 1] 区间 n 等分，从而∫ 1

0

f(x)dx− 1

n

n∑
i=1

f(
i

n
) =

n∑
i=1

∫ xi

xi−1

[f(x)− f(
i

n
)]dx

=
n∑

i=1

∫ xi

xi−1

f ′(ξi)(
i

n
− x)dx

≤ M
n∑

i=1

∫ xi

xi−1

(
i

n
− x)dx

=
n∑

i=1

M
1

2n2
=

M

2n
.

例题 16.2. 设 f, g ∈ C[a, x],f 在点 a 可导，且右导数不为零.g 在 [a, x] 上不变号，且 g(a) ̸= 0. 若∫ x

a
f(t)g(t)dt = f(ξ)

∫ x

a
g(t)dt, ξ ∈ (a, x), 则 lim

x→a+

ξ − a

x− a
=

1

2
.

证明 我们令

h(x) =

∫ x

a
f(t)g(t)dt− f(a)

∫ x

a
g(t)dt(∫ x

a
g(t)dt

)2 ,

从而

lim
x→a+

h(x) =
f(x)g(x)− f(a)g(x)

2
∫ x

a
g(t)dt · g(x)

= lim
x→a+

f(x)− f(a)

2
∫ x

a
g(t)dt

= lim
x→a+

f(x)− f(a)

x− a

x− a

2
∫ x

a
g(t)dt

=
1

2
.

另一方面，利用题目条件，

lim
x→a+

h(x) =
f(ξ)− f(a)∫ x

a
g(t)dt

= lim
x→a+

f(ξ)− f(a)

ξ − a

ξ − a

x− a

x− a∫ x

a
g(t)dt

= lim
x→a+

ξ − a

x− a
.

利用已得到的结果得证.
附注 此题也可以用 Taylor 展开.

例题 16.3 (最速降线问题). 给定竖直平面两点 A,B(不在同一垂直线)，任一条光滑曲线连接 γ 这

两点，一质点从 A 无初速度下落至 B，用时 Tγ，求一条 γ, 使 Tγ 最小.
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解 设曲线 γ = f(x)，任一点 (x, f(x)) 及 (x + dx, f(x + dx))，则经过这两点的弧所用的时

间 dt =

√
dx2 + (f(x+ dx)− f(x))2

vx
. 为了求得 vx，利用机械能守恒：0 =

1

2
mv2x − mgf(x), 得到

vx =
√
2gf(x). 从而得到

dt =

√
1 + (f ′(x))2

2gf(x)
dx.

所用时间

Tγ =

∫ xB

0

√
1 + (f ′(x))2

2gf(x)
dx.

▶ 有界变差函数与 C1 函数

(1). 若 f(x) ∈ C1[a, b]，则 ∃M > 0, 使得 |f ′(x)| ≤ M. 对 [a, b] 作一个分割:∆ : a = x0 < x1 < · · · <
xn = b. 记 L(∆) =

n∑
i=1

√
(xi − xi−1)2 + (f(xi)− f(xi−1))2. 由 Lagrange 中值定理和导函数的有界性得：

L(∆) ≤
√
1 +M2(b− a). 从而 L(∆) 有上确界 L0. 且可以仿照 Darboux 和的性质断言：

L(∆) → L0, ∥∆∥ → 0.

从而曲线是可求长的.
(2). 设 f : [a, b] → R, 且 ∆ 为 [a, b] 的分割. 记 v∆(f) =

n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|, V b
a (f) = sup{v∆(f)} 为全

变差. 若 V b
a (f) < +∞，则称 f 为有界变差函数. 把 [a, b] 上有界变差函数的全体记为 BV ([a, b]).

(3). 现在来探究两者的关系. 首先显然有 v∆(f) ≤ L(∆), 而右式有上界，则 v∆(f) 有上界，从而说明可

求长函数一定是有界变差函数. 而另一方面我们有：√
(xi − xi−1)2 + (f(xi)− f(xi−1))2 ≤ (xi − xi−1) + |f(xi)− f(xi−1)|.

从而 L(∆) ≤ (b− a) + v∆(f). 这说明有界变差函数一定是可求长函数.
(4). 下面的函数都是有界变差函数：

1. f 单调;

2. f ∈ C1;

3. f 满足 Lipschitz 条件：|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|;

(5). 有界变差函数的性质.

1. 若 f 为有界变差函数，则 f 有界, 反之不成立;

2. BV ([a, b]) 是一个线性空间;

3. 设 f 是有界变差函数且全变差为零，则 f 为常值函数;

4. 若 f, g 都是有界变差函数，则 fg 也为有界变差函数.

5. [c, d] ⊂ [a, b] 且 f 是 [a, b] 上的有界变差函数，则 f 也是 [c, d] 上的有界变差函数;

6. f 是有界变差函数 ⇐⇒ f = g − h, 其中 g, h 也为有界变差函数.
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17 课堂笔记 (11): 无穷积分的审敛法 (2)、瑕积分

2018 年 4 月 2 日

17.1 无穷积分的审敛法 (2)

定理 17.1 (Dirichlet 判别法). 函数 f, g 在 [a,+∞) 上有定义，且满足下面的条件：

1. 对于 ∀X > a, g(x) ∈ R[a,X],∃M > 0, 使得∣∣∣∣∫ X

a

g(x)dx
∣∣∣∣ ≤ M.

2. f(x) 在 [a,+∞) 单调，并且 lim
x→+∞

f(x) = 0.

则无穷积分
∫ +∞
a

f(x)g(x)dx 收敛.

证明 任取 ε > 0，由 lim f(x) = 0,∃X > a, 当 x > X 时，有

|f(x)| < ε

4M
.

对于任意的 X ′′ > X ′ > X, 由两个条件，对积分
∫ X′′

X′ f(x)g(x)dx 应用积分第二中值定理，存在 ξ 使得∣∣∣∣∣
∫ X′′

X′
f(x)g(x)dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣f(X ′)

∫ ξ

X′
g(x)dx+ f(X ′′)

∫ X′′

ξ

g(x)dx
∣∣∣∣∣ < ε.

由柯西准则得证.

定理 17.2 (Able 判别法). f, g 在 [a,+∞) 上满足：

1. 对 ∀X > a, g(x) ∈ R[a,X],
∫ +∞
a

g(x)dx 收敛;

2. f(x) 在 [a,+∞) 单调有界.

则
∫ +∞
a

f(x)g(x)dx 收敛.

例题 17.1. 证明无穷积分
∫ +∞

−∞

sinx

x
dx 条件收敛.

证明 注意到被积函数为偶函数且连续，故只需要证明

∫ +∞

2π

dx 收敛即可.

对于 ∀X > 2π� 我们有 ∣∣∣∣∫ X

2π

sinxdx
∣∣∣∣ ≤ 2,

故由 Dirichlet 判别法知该无穷积分收敛.
由于

| sinx|
x

≥ sin2

x
=

1

2x
− cos 2x

2x
,

我们可以证后式的无穷积分收敛，但前式发散，再由比较判别法知原无穷积分发散. 从而我们证明了条
件收敛.
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例题 17.2. 讨论 I =

∫ +∞

1

ln
(
1 +

sinx

xp

)
dx(p > 0) 的敛散性.

由 Taylor 展开知
ln(1 + sinx

xp
) =

sinx

xp
+

cos 2x
4x2p

− [
1

4
− o(1)]

1

x2p
.

从而

I =

∫ +∞

1

ln
(
1 +

sinx

xp

)
dx

=

∫ +∞

1

sinx

xp
dx+

∫ +∞

1

cos 2x
4x2p

dx−
∫ +∞

1

[
1

4
− o(1)]

dx
2x2p

= I1 + I2 + I3.

当 0 < p ≤ 1
2
时，由 Dirichlet 判别法知 I1, I2 收敛而 I3 发散, 因此 I 发散；当 1 ≥ p > 1

2
时，I1 条件

收敛而 I2, I3 绝对收敛, 因此 I 条件收敛；当 p > 1 时，显然 I 绝对收敛.
附注 此例可以说明若被积函数不保号时，不能用比较判别法判断是否收敛.

17.2 瑕积分的概念

定义 17.1. 设函数 f(x) 在区间 (a, b] 上有定义，a 是一个瑕点. 若对于 ∀0 < δ < b− a, f(x) 在区

间 [a+ δ, b] 上可以，且极限

lim
δ→0+

∫ b

a+δ

f(x)dx

存在，则称瑕积分

∫ b

a

f(x)dx 收敛.

当 a 是函数 f(x) 在区间 [a, b] 上的唯一瑕点时，若 F 是 f 在 (a, b] 上的一个原函数，则瑕积分∫ b

a
f(x)dx 可以表示为：∫ b

a

f(x)dx = lim
δ→0+

∫ b

a+δ

f(x)dx = F (b)− lim
δ→0+

F (a+ δ).

例题 17.3. 计算瑕积分
∫ 1

−1

arccosx√
1− x2

dx.

解 应用洛必达知 x = 1 不是它的瑕点，而 x = −1 是唯一瑕点，故结果为
π2

2
.

例题 17.4. 计算瑕积分
∫ 1

0

lnxdx.

容易看出 x = 0 是瑕点，用分部积分可以得出结果为 −1.

例题 17.5. 讨论瑕积分
∫ b

a

dx
(b− x)p

的敛散性.

解 可以证明，上式在 p < 1 时收敛，在 p ≥ 1 时发散. 这和无穷积分是相反的.
附注 瑕积分和无穷积分可以通过变量替换相互转化.
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17.3 瑕积分的审敛法

定理 17.3 (柯西准则). 瑕积分
∫ b

a

f(x)dx 收敛的充要条件是：对于 ∀ε > 0,∃δ > 0, 0 当 0 < δ′′ <

δ′ < δ 时，有 ∣∣∣∣∣
∫ b−δ′′

b−δ′
f(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε.

定理 17.4 (比较判别法). 设非负函数f(x), g(x) 在区间 [a, b) 上满足：存在正常数 c1, c2 使得当

x ∈ [b− δ0, b) 时有

c1f(x) ≤ c2g(x),

则

1. 若
∫ b

a
g(x)dx 收敛，则

∫ b

a
f(x)dx 也收敛;

2. 若
∫ b

a
f(x)dx 发散，则

∫ b

a
g(x)dx 也发散.

同样地，可以考虑极限 lim
x→b−0

f(x)

g(x)
= l.

例题 17.6. 讨论瑕积分
∫ 1

−1

dx
(1− x2)p

的敛散性.

解 非负被积函数有两个瑕点 x = ±1. 由于

lim
x→1−

1
(1−x2)p

1
(1−x)p

=
1

2p
, lim

x→−1+

1
(1−x2)p

1
(1+x)p

=
1

2p
.

从而当 p < 1 时收敛，p ≥ 1 时发散.

定理 17.5 (Dirichlet 判别法). 设函数 f, g 在区间 [a, b) 上满足；

1. ∃M > 0, 使得对于 ∀δ > 0，有 ∣∣∣∣∣
∫ b−δ

a

g(x)dx
∣∣∣∣∣ ≤ M

2. f(x) 在 [a, b) 上单调趋于零.

则瑕积分
∫ b

a
f(x)g(x)dx 收敛.

定理 17.6 (Able 判别法). 设函数 f, g 在区间 [a, b) 上满足；

1.
∫ b

a

g(x)dx 收敛;

2. f(x) 在 [a, b) 上单调有界.

则瑕积分
∫ b

a
f(x)g(x)dx 收敛.

例题 17.7. 讨论广义积分
∫ +∞

0

ln(1 + x)

xa
dx 的敛散性.
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这个积分不仅是一个无穷积分，而且在 a > 1 时还有 x = 0 这个瑕点. 我们必须分开讨论∫ 1

0

ln(1 + x)

xa
dx,

∫ +∞

1

ln(1 + x)

xa
dx

的敛散性.
当 x → 0+ 时，我们有

ln(1 + x)

xa
dx ∼ 1

xa−1
.

因此当 a < 2 时收敛，a ≥ 2 时发散.
当 x → +∞ 时，如果 a ≤ 1，则有

lim
x→+∞

ln(1+x)
xa

1
xa

= lim
x→+∞

ln(1 + x) = +∞.

从而发散. 若 a > 1，取 1 < a′ < a 有

lim
x→+∞

ln(1+x)
xa

1
xa′

= 0.

从而收敛.
于是当 1 < a < 2 时积分收敛，当 a ≤ 1 或 a ≥ 2 时积分发散.
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18 课堂笔记 (12): 数项级数、正项级数 (1)

2018 年 4 月 4 日

18.1 数项级数

定义 18.1. 称 a1 + · · ·+ an + · · · 为一个数项级数，Sn =
n∑

k=1

ak 为其部分和. 若 Sn 极限存在，则

称级数收敛，否则发散.

例题 18.1. 对固定的 n0 ∈ N,
∞∑

n=1

1

n(n+ n0)
收敛.

解 Sn =
∑ 1

k(k + n0)
=
∑ 1

n0

(
1

k
− 1

k + n0

)
=

1

n0

n0∑
k=1

1

k
+

1

n0

∑ 1

k
. 从而收敛于第一项.

数项级数有下列简单性质：

1. 改变数项级数有限项不改变敛散性 (但可能改变其值);

2. 对于任意 k ̸= 0, 数项级数
∑

an 和
∑

kan 敛散性相同;

3. 若
∑

an,
∑

bn 收敛，则
∑

(pan + qbn) = p
∑

an + q
∑

bn.

定理 18.1 (柯西准则). 设
∑

an 是一个数项级数，则它收敛的充要条件是：对于 ∀ε > 0,∃N > 0,

当 n > m > N 时，有 ∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

ak

∣∣∣∣∣ = |am+1 + am+2 + · · ·+ an| < ε.

显然数项级数收敛的必要条件是 an → 0.

18.2 正项级数 (1)

定义 18.2. 若
∑

|an| 收敛，则称
∑

an 绝对收敛.

定理 18.2. 正项级数收敛的充要条件是部分和序列有界.

定理 18.3 (比较判别法). 设
∑

an,
∑

bn 为两个正项级数，c1, c2 是两个正数，若存在 N, 当 n > N

时有

c1an ≤ c2bn,

则

1.
∑

bn 收敛时，
∑

an 收敛;

2.
∑

an 发散时，
∑

bn 发散.

定理 18.4. 设正项级数
∑

an,
∑

bn 满足

lim an
bn

= l,

则
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1. 当 0 < l < +∞ 时，
∑

an,
∑

bn 同敛散;

2. l = 0 时，若
∑

bn 收敛则
∑

an 收敛;

3. l = +∞ 时，若
∑

bn 发散则
∑

an 发散.

例题 18.2. 证明级数
∑ 1

np
在 p ≤ 1 时发散，在 p > 1 时收敛.

证明 p ≤ 1 时的发散性是容易的. 我们注意到这个事实：以为一个正项级数的部分和序列是单调
上升的，因此若有一个子列是有界的，则它必收敛.
注意到 { 1

np
} 是一个单调下降序列，对于 ∀k ∈ N, 我们有

S2k+1−1 = 1 + (
1

2p
+

1

3p
) + (

1

4p
+ · · ·+ 1

7p
) + · · ·

+ [
1

(2k)p
+

1

(2k + 1)p
+ · · ·+ 1

(2k+1 − 1)p
]

≤ 1 + 2
1

2p
+ 22

1

22p
+ · · ·+ 2k

1

22kp

=
k∑

j=0

2(1−p)j <
1

1− 21−p
.

这就证明了收敛性.

例题 18.3. 试讨论正项级数
∑

[1− (n−1
n+1

)k]p(k > 0, p > 0) 的敛散性.

解 记 an = [1− (n−1
n+1

)k]p, 由

(
n− 1

n+ 1
)k = (1− 1

n
)k(1 +

1

n
)−k

= [1− k

n
+ o(

1

n
)][1− k

n
+ o(

1

n
)]

= 1− 2k

n
+ o(

1

n
), n → ∞

得到

an = [
2k

n
+ o(

1

n
)]p ∼ (2k)p

np
.

从而在 p > 1 时收敛，p ≤ 1 时发散.
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19 习题课笔记 (6)

例题 19.1. 若 f ∈ C1[a,+∞),
∫ +∞
a

f(x)dx,
∫ +∞
a

f ′(x)dx 都收敛，则 lim
x→+∞

f(x) = 0.

证明 由于
∫ +∞
a

f ′(x)dx 收敛，故对 ∀ε > 0,∃A > a, 使得 x, y > A 时有∣∣∣∣∫ y

x

f ′(x)dx
∣∣∣∣ < ε.

也就是 |f(y)− f(x)| < ε. 故由柯西准则知 f(x) 收敛. 那么易证极限为零.

例题 19.2. 设 f 在任意有限区间内可积，且在 [a,+∞) 上绝对收敛，g(x) 是以 T 为周期的可积函

数，证明

lim
λ→+∞

∫ +∞

a

f(x)g(λx)dx =
1

T

∫ T

0

g(x)dx
∫ +∞

a

f(x)dx.

证明 将右式移到左边并且估计：∣∣∣∣∫ +∞

a

f(x)g(λx)dx− 1

T

∫ T

0

g(x)dx
∫ +∞

a

f(x)dx
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫ A

a

f(x)g(λx)dx− 1

T

∫ T

0

g(x)dx
∫ A

a

f(x)dx
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∫ +∞

A

f(x)g(λx)dx
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 1T

∫ T

0

g(x)dx
∫ +∞

A

f(x)dx
∣∣∣∣

易知存在 M > 0 使得 |g(x)| ≤ M. 又由绝对收敛，知对 ∀ε > 0,∃A > a 使得
∫ +∞
A

|f(x)|dx < ε. 从而∫ +∞

A

|f(x)g(λx)|dx < Mε

且 ∣∣∣∣ 1T
∫ T

0

g(x)dx
∫ +∞

A

f(x)dx
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1T

∫ T

0

g(x)dx
∣∣∣∣ ε.

把这个 A 应用到上面的估计式中，从而得到证明.

例题 19.3. 设 f ∈ C[0,+∞),
∫ +∞
0

g(x)dx 绝对收敛. 则

lim
n→+∞

∫ √
n

0

f(
x

n
)g(x)dx = f(0)

∫ +∞

0

g(x)dx.

证明 我们作出下面的估计∣∣∣∣∣
∫ √

n

0

f(
x

n
)g(x)dx− f(0)

∫ +∞

0

g(x)dx
∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣
∫ √

n

0

f(
x

n
)g(x)dx− f(0)

∫ √
n

0

g(x)dx
∣∣∣∣∣+ |f(0)|

∣∣∣∣∫ ∞

√
n

g(x)dx
∣∣∣∣

≤
∫ √

n

0

∣∣∣f(x
n
)− f(0)

∣∣∣ |g(x)|dx+ |f(0)|
∫ ∞

√
n

|g(x)|dx.

当 x ∈ [0,
√
n] 时，

x

n
∈ [0, 1√

n
], 从而存在 N1, n > N1 时，|f( x

n
)− f(0)| < ε. 于是 I1 ≤ ε

∫ +∞
0

|g(x)|dx.
对于绝对收敛，存在 N2, n > N2 时，

∫ +∞√
n

|g(x)|dx < ε. 于是证毕.
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例题 19.4. 设 f, g 都是 [a,+∞) 上的正值可积函数，且 f 一致连续，则 ∃ξ ∈ [a,+∞) 使得∫ +∞

a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ +∞

a

g(x)dx.

证明 对任意的 n，有∫ n

a

f(x)g(x)dx = f(ξn)

∫ n

a

g(x)dx, ξn ∈ (a, n).

对于序列 {ξn}，若无界，那么 f(ξn) → 0，得到
∫ +∞
a

f(x)g(x)dx = 0，矛盾！从而 {ξn} 有界，故存在
收敛子列，得证.

例题 19.5. 若 f 在 [0,+∞) 上连续，并且 α = lim
x→+∞

f(x). 证明，对于 0 < a < b 有

∫ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx = [f(0)− α] ln b

a
.

证明 由定义，我们知道∫ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx = lim

A→+∞
δ→0+

∫ A

δ

f(ax)− f(bx)

x
dx.

从而 ∫ A

δ

f(ax)− f(bx)

x
dx

=

∫ A

δ

f(ax)

x
dx−

∫ A

δ

f(bx)

x
dx

=

∫ aA

aδ

f(t)

t
dt−

∫ bA

bδ

f(t)

t
dt

=

∫ bδ

aδ

f(t)

t
dt−

∫ bA

aA

f(t)

t
dt

= f(ξδ)

∫ bδ

aδ

1

t
dt− f(ξA)

∫ bA

aA

1

t
dt

→ [f(0)− α] ln b

a
.
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20 课堂笔记 (13): 正项级数 (2)

2018 年 4 月 8 日

例题 20.1. 讨论正项级数
∑

nn−2

enn!
的敛散性.

解 记 an = nn−2

enn!
, 对任意 n ≥ 2，有

an+1

an
=

(1 + 1
n
)n−2

e
<

(1 + 1
n
)n−2

(1 + 1
n
)n

=

1
(n+1)2

1
n2

=
bn+1

bn
.

其中 bn = 1
n2 . 从而得到：

an
a2

=
an
an−1

· an−1

an−2

· · · a3
a2

<
bn
b2

=
4

n2
.

因此当 n ≥ 2 时，有

an <
2

e2
1

n2
.

从而收敛.

定理 20.1 (D’Alembert 判别法). 设
∑

an 为正项级数，则

1. 当 lim
n→∞

an+1

an
= r̄ < 1 时，

∑
an 收敛；

2. 当 lim
n→∞

an+1

an
= r > 1 时，

∑
an 发散.

证明 取 r1, 使得满足 r̄ < r1 < 1，则存在 N1, n > N1 时，有
an

an+1
< r1，因此有

an =
an
an−1

· an−1

an−2

· · · aN1+1

aN1

aN1
< C1r

n
1 .

由于
∑

rn1 是收敛的，因此收敛. 同理可以取 r2 : r > r2 > 1 证明发散.

例题 20.2. 讨论级数
∑

xnn!
nn 的敛散性.

解 用 D’Alembert 判别法易知在 0 ≤ x < e 时收敛，在 x > e 时发散. 而当 x = e 时，由于

(n+ 1)n < enn!,

从而 lim an ̸= 0, 因此级数发散.

定理 20.2 (Cauchy 判别法). 设
∑

an 为正项级数，记

lim n
√
an = r,

若 r < 1 则收敛,r > 1 则发散.

事实上，对一般的正项级数，下面的不等式总是成立的：

lim
n→∞

an+1

an
≤ lim

n→∞
n
√
an ≤ lim

n→∞
n
√
an ≤ lim

n→∞

an+1

an
.
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定理 20.3 (Raabe 判别法). 设
∑

an 为正项级数，

1. 若 lim
n→∞

n( an

an+1
− 1) = r > 1, 则级数收敛；

2. 若 lim
n→∞

n( an

an+1
− 1) = r′ < 1, 则级数发散.

证明 取 r1 : r > r1 > 1, 则存在 N1, n > N1 时有

an
an+1

> 1 +
r1
n
.

再取 r2 : r1 > r2 > 1, 由于 f(x) = 1 + r1x − (1 + x)r2 满足 f(0) = 0 且 f ′(x) = r1 − r2(1 + x)r2−1 在

x = 0 的某个邻域内恒大于零，因此存在 N2 ≥ N1, n ≥ N2 时有

an
an+1

> 1 +
r1
n

> (1 +
1

n
)r2 =

(n+ 1)r2

nr2
.

从而有

(n+ 1)r2an+1 < nr2an.

因此当 n > N2 时我们有

an <
N r2

2 aN2

nr2
=

C

nr2
.

由比较判别法知收敛. 对于发散同理.

例题 20.3. 讨论正项级数
∑

Cn 的敛散性，其中

Cn =

a
n+1
2 , n为奇数,

b
n
2 , n为偶数

(0 < a < b < 1).

解 由于

lim
n→∞

n
√
Cn ≤ lim

n→∞

n
√
b

n
2 < 1.

从而由 Cauchy 判别法知发散.

例题 20.4. 讨论正项级数
∑ (2n−1)!!

(2n)!!
的敛散性.

解 记 an = (2n−1)!!
(2n)!!

, 则有

n(
an
an+1

− 1) = n(
2n+ 2

2n+ 1
− 1) → 1

2
.

从而由 Raabe 判别法知发散.

定理 20.4 (积分判别法). 设 f(x) 在 [1,+∞) 上单调下降趋于零，记 an = f(n), 则正项级数
∑

an

收敛的充要条件是无穷积分
∫ +∞
1

f(x)dx 收敛.

证明 对任何正整数 n, 当 n ≤ x ≤ n+ 1 时，有

f(n+ 1) ≤ f(x) ≤ f(n).

因此有

an+1 =

∫ n+1

n

f(n+ 1)dx ≤
∫ n+1

n

f(x)dx ≤
∫ n+1

n

f(n)dx = an.
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求上式求和，得 ∑
2

an ≤
∫ +∞

1

≤
∑
1

an.

从而若无穷积分收敛，级数有上界，故收敛. 反之，若级数收敛，无穷积分有上界，也收敛.
从而由上述定理知，级数

∑
1

np lnq n
当 p > 1 时对任何 q 都收敛，当 p = 1 时对 q > 1 收敛，而对

其他情况发散.

例题 20.5. 设正项级数
∑

an 收敛，记 rn =
∑

k=n ak. 证明：当 p < 1 时，正项级数
∑

an

rpn
收敛.

证明 记 a0 = 0, S =
∑

an. 故 rn = S −
∑n−1

k=0 ak 及 limn

∑n−1
k=0 ak = S 知，{rn} 单调下降趋于

零. 因此我们有
S = r1 ≥ r2 ≥ r3 ≥ · · · ,

且 rn > 0. 注意到对于任意 n ∈ N, 有
an
rpn

≤
∫ rn

rn+1

dx
xp

,

从而当 p < 1 时对于任意 n 有
n∑

k=1

ak
rpk

≤
n∑

k=1

∫ rk

rk+1

dx
xp

<

∫ S

0

dx
xp

.

从而收敛.
这个例子告诉我们，当正项级数

∑
an 收敛时，我们总能找到另一个收敛的正项级数

∑
bn 使得 lim bn

an
=

+∞.

50



21 习题课笔记 (7)

例题 21.1. 设正项级数
∑

an 收敛且 an 单调递减，证明: limnan → 0.

证明 一方面有 2na2n ≤ an+1 + · · ·+ a2n < ε. 另一方面有 (2n+ 1)a2n+1 ≤ 2nan + a2n+1 → 0.

例题 21.2. 设
∑

an 发散，且 an > 0，前 n 项和为 Sn. 证明：

1.
∑ an

Sn

发散;

2.
∑ an

S2
n

收敛;

3.
∑ an

1 + an
发散：

4.
∑ an

1 + n2an
收敛.

证明

(1). 我们有
an+1

Sn+1

+ · · ·+ an+p

Sn+p

≥ an+1 + · · ·+ an+p

Sn+p

= 1− Sp

Sn+p

.

所以存在 ε0,∀N, 取 n = N +1, 由于 Sp

Sn+p

→ 0, 从而存在 p 使得
Sn

Sn+p

<
1

2
. 故由 Cauchy 准则知发散.

(2).an
S2
n

≤ Sn − Sn+1

SnSn−1

=
1

Sn−1

− 1

Sn

. 显然
∑

(
1

Sn−1

− 1

Sn

) 收敛，故由比较判别法知收敛.

(3). 首先我们来进行下面的估计：
an+1

1 + an+1

+ · · ·+ an+p

1 + an+p

>
an+1 + · · ·+ an+p

1 + an+1 + · · ·+ an+p

.

又因为
∑

an 是发散的，故存在 ε0,∀N, ∃n ≥ N, p 使得 an+1 + · · · + an+p > ε0. 从而上面的估计式

>
ε0

1 + ε0
. 从而由 Cauchy 准则知发散.

(4). an
1 + n2an

≤ 1

n2
. 故收敛.

例题 21.3 (Cauchy 凝聚判别法). 若 an 是单减的正数列，则
∑

an 收敛当且仅当
∑

2na2n 收敛.

例题 21.4. 设 an 是单减的正数列，且 lim a2n
an

= ρ. 若 ρ <
1

2
则收敛，若 ρ >

1

2
则发散.

证明 只需要考虑级数
∑

2na2n 的敛散性，对此使用 D’Alembert 判别法知

lim 2k+1a2k+1

2ka2k
= 2ρ.

从而得证.
注意 ρ =

1

2
无法判断敛散性, 比如

∑ 1

n
.

此外，若 lim an+1

an
= l < 1，则 lim a2n

an
= p = 0.

下面这个例子不能用 D’Alembert 判别法但可以用该方法：
∑ nn

n!en
. 显然用 D’Alembert 判别法得到极

限 l = 1. 若用该方法与 Stirling 公式可以得到极限 p =
1√
2
.
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22 课堂笔记 (14): 任意项级数、数项级数的性质 (1)

2018 年 4 月 16 日

22.1 交错级数

定理 22.1. 设数项级数
∑

an 满足条件：

1. lim an = 0;

2. 存在 N ∈ N, 使得在
∑

an 中加上一些括号，并且在每个括号中的加数不超过 N(或有限项), 得到
的级数

∑
bk 是收敛的.

则级数
∑

an 收敛.

证明 记 Sn =
n∑

i=1

ai, 由于加括号后的级数收敛，因此存在 {Sn} 的一个子列 {Snk
} 是收敛的. 对

任意的正整数 n > n1，必存在 nk 使得 nk ≤ n < nk+1, 又因为 nk < nk+1 ≤ nk +N , 因此有

|Sn − Snk
| ≤

N∑
j=1

|ank+j |.

从而右式趋于零，因此 limSn 存在，即
∑

an 收敛.

定理 22.2 (Leibniz 判别法). 设 an 单调趋于零，则
∑

(−1)n−1an 收敛.

证明 不妨设 an 单调减趋于零，故 an ≥ 0. 显然
∑∞

k=1(a2k−1 − a2k) 是在原级数中加括号得到的

正项级数. 记前 n 项部分和为 Sn, 有

0 ≤ Sn = (a1 − a2) + (a3 − a4) + · · ·+ (a2n−1 − a2n)

≤ a1 − (a2 − a3)− · · · − (a2n−2 − a2n−1)− a2n

≤ a1.

从而由上述定理知收敛.

例题 22.1. 讨论交错级数
∑ (−1)n

np lnq n
的敛散性.

解 若 p < 0，则通项不趋于零，显然发散. 若 p = 0, 此时若 q < 0 则通项也不趋于零，若 q > 0

由 Leibniz 判别法知收敛，且是条件收敛. 若 p > 0，我们可以通过求导的方法知通项单调下降趋于零，

因此对 ∀q ∈ R 级数收敛. 特别地，p > 1 或 p = 1, q > 1 时绝对收敛;0 < p < 1 时条件收敛.

定理 22.3 (Dirichlet 判别法). 设数项级数
∑

an 的部分和序列 {Sn} 是有界的，{bn} 单调趋于零，
则级数

∑
anbn 收敛.

证明 设 |Sn| ≤
M

2
, 从而对于任意的正整数 n, p 有

|Sn+p − Sn| ≤ M.
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对于 ∀ε > 0, 由 lim bn → 0, 存在 N 使得当 n > N 时就有

|bn| <
ε

6M
.

因此当 n > N 时，对于任意正整数 p, 利用 Abel 变换，得∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

akbk

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣bn+p(Sn+p − Sn)−

n+p−1∑
k=n+1

(Sk − Sn)(bk+1 − bk)

∣∣∣∣∣
≤ M

{
|bn+p|+

∣∣∣∣∣
n+p−1∑
k=n+1

(bk+1 − bk)

∣∣∣∣∣
}

≤ M{|bn+1|+ 2|bn+p|} < ε.

由 Cauchy 准则知收敛.

定理 22.4 (Abel 判别法). 设级数
∑

an 收敛，序列 {bn} 单调有界，则级数
∑

anbn 收敛.

简证 利用 Dirichlet 判别法易证.
容易看出，Leibniz 判别法是 Dirichlet 判别法的特例.

例题 22.2. 设序列 {an} 单调且趋于零，且
∑

an 发散，则
∑

an sinnx(x ̸= kπ),
∑

an cosnx(x ̸=
2kπ) 条件收敛.

只需证明 Sn =
∑n

1 sin kx 是有界的. 事实上有

2 sin x

2
· Sn =

n∑
k=1

[cos(k − 1

2
)x− cos(k +

1

2
)x] = cos x

2
− cos(n+

1

2
)x.

当 x ̸= kπ 时，有

|Sn| ≤
1

| sin x
2
|
.

然后又有

|an sinnx| ≥ |an sin2 nx| = an
2
(1− cos 2nx),

从而条件收敛. 对
∑

an cosnx 同理可证.

22.2 数项级数的性质 (1)

22.2.1 结合律 (加括号)

定理 22.5. 设级数
∑

an 收敛，则在其中任意加括号后得到的级数
∑

bk 也收敛，并且收敛于同一

个数.

证明 设 Sn 是
∑

an 前 n 项和，S′
k 是

∑
bk 的前 k 项部分和. 可以看出 {S′

k} 是 {Sn} 的一个子
列，从而若 Sn 极限存在，则 S′

k 极限也存在，且相等. 但要注意，级数加上括号得到的级数收敛并不能
推出原来的级数收敛.
对于正项级数

∑
an，如果加上括号后得到的级数收敛，那么

∑
an 也收敛. 对于一般的级数来说，如

果加上括号后，并且在每个括号中的项都具有相同的符号，得到级数
∑

bk. 则
∑

an 收敛的充要条件是∑
bk 收敛，且收敛于同一个数.
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22.2.2 交换律 (重排)

对级数
∑

(−1)n−1 1

n
重排，得到

∑
n=1

bn =
∑
n=1

(
1

4n− 3
+

1

4n− 1
− 1

2n

)
= 1 +

1

3
− 1

2
+

1

5
+

1

7
− 1

4
+ · · ·

其前 n 项部分和为

Tn =
n∑

k=1

bk =
n∑

k=1

(
1

4k − 1
+

1

4k − 3
− 1

4k − 2
− 1

2k

)
+

n∑
k=1

(
1

4k
+

1

4k − 2

)
.

从而有

Tn = S4n +
1

2
S2n → 3

2
S.

定理 22.6. 设
∑

an 为一个数项级数，f(n) : N → N 为一个重排，再设 ∃M > 0 使得对于 ∀n ∈ N,
有 |f(n)− n| ≤ M , 则级数

∑
an 收敛当且仅当

∑
af(n) 收敛，且收敛于同一个数.

证明 必要性：设
∑

an 收敛，故 lim an → 0, 从而有

lim
n→∞

j∑
j=−M

|an+j | = 0.

设 Sn, S
′
n 分别为

∑
an,
∑

af(n) 的部分和，由于 |f(n)− n| ≤ M，容易看出

|Sn − S′
n| ≤

j∑
j=−M

|an+j | → 0(n → ∞).

从而 limS′
n = limSn, 即

∑
af(n) 收敛.

充分性：考虑 f−1(n) 即可.

定理 22.7. 如果
∑

an 绝对收敛，那么它的任意一个重排
∑

af(n) 也绝对收敛，且收敛到同一个

数.

证明 设
∑

|an| 收敛. 记 {S′
n} 为

∑
af(n) 的部分和序列，显然，对于任意 n，有

S′
n ≤ S =

∞∑
n=1

|an|.

即
∑

|af(n)| 收敛，也就是
∑

af(n) 绝对收敛，再令 n → ∞, 得

∞∑
n=1

|af(n)| ≤ S.

由于
∑

an 是
∑

af(n) 的一个重排，那么同样有

S ≤
∞∑

n=1

|af(n)|.
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于是这两个绝对值级数收敛于同一个数.
为了证明

∑
an =

∑
af(n), 对于任意的 n，我们定义

a+n =
|an|+ an

2
, a−n =

|an| − an
2

.

显然对于任意 n,a+n ≤ |an|, a−n ≤ |an|.因此
∑

a+n ,
∑

a−n 都是收敛的正项级数，且有
∑

a+n =
∑

a+f(n),
∑

a−n =∑
a−f(n). 由此得到 ∑

an =
∑

a+n −
∑

a−n =
∑

a+f(n) −
∑

a−f(n) =
∑

af(n).

证毕.
注意到对于条件收敛的级数，上述定理可能不成立 (发散或改变级数的和).

定理 22.8 (黎曼定理). 设数项级数
∑

an 条件收敛，则对任意 S ∈ R, 都存在重排
∑

af(n) 使得∑
af(n) = S.
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23 课堂笔记 (15): 数项级数的性质 (2)、无穷乘积

2018 年 4 月 18 日

23.1 分配律 (乘法)

对于两个级数
∑

an,
∑

bn，它们的乘积可以用对角线法或者正方形法写出来，用对角线方法得到的

级数的乘积叫做柯西乘积.
正方形方法即：dn = a1bn + a2bn + · · ·+ anbn + anbn−1 + · · ·+ anb1.
对角线方法即：cn = a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1.

若
∑

ab,
∑

bn 都收敛，则按正方形法排列的
∑

anbn 也收敛，且
∑

dn =
∑

an
∑

bn..
证明 设 An =

∑n
i=1 an, Bn

∑n
i=1 bn, 则

∑
dn = AnBn → AB.

对于两个绝对收敛的级数的乘积，我们有以下定理：

定理 23.1. 若级数
∑

an,
∑

bn 都绝对收敛，则其乘积矩阵中所有元素的任一排列构成的级数也绝

对收敛，并且它的和为
∑

an ·
∑

bn.

证明 设
∑

akn
bjn 为

∑
an,
∑

n 的乘积矩阵中所有元素的一个排列构成的级数，其前 n 项部分

和记为 Sn. 对于 ∀n ∈ N, 记
Mn = max

1≤i≤n
{ki, ji},

则
n∑

i=1

|akn
bjn | ≤

Mn∑
k=1

|ak|
Mn∑
j=1

|bj | ≤
∞∑
k=1

|ak|
∞∑
j=1

|bj |.

从而
∑

akn
bjn 绝对收敛. 从而它的任何重排也绝对收敛且和不变.

由于正方形方法排列得到的乘积收敛到
∑

an
∑

bn，而
∑

dn 是在乘积矩阵中所有元素的一个排列构成

的级数加上一些括号所得，因此乘积矩阵中所有元素的任何一个排列构成的级数都收敛到
∑

an
∑

bn.
证毕.

例题 23.1. 级数
∑

an =
∑ (−1)n+1

na
, a ≤ 1

2
. 证明: 级数

∑
an 自乘得到的柯西乘积发散.

证明 记
∑

an 自乘的柯西乘积为
∑

cn. 则

cn

n∑
k=1

(−1)n+1

ka(n+ 1− k)a
= (−1)n+1

n∑
n=1

1

ka(n+ 1− k)a
.

由于
1

ka(n+ 1− k)a
≥ 1

k
1
2 (n+ 1− k)

1
2

≥ 2

n+ 1
.

因此对于 ∀n, 有
|cn| ≥

2n

n+ 1
≥ 1.

从而发散 (通项不趋于 0).

定理 23.2. 设
∑

an 绝对收敛，
∑

bn 条件收敛，则柯西乘积
∑

cn 收敛到
∑

an
∑

bn.
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记 A′ =
∑

|an|, A =
∑

an, B =
∑

bn, cn =
∑n

k=1 akbn+1−k, Cn =
∑n

i=1 ci. 注意到 Cn = a1Bn +

a2Bn−1 + · · ·+ anB1. 从而有

|Cn −AnB| ≤ |a1||Bn −B|+ |a2||Bn−1 −B|+ · · ·+ |an||B1 −B|.

设 |Bn| ≤ M,A′ ≤ M, 对于 ∀ε > 0,∃N, 当 n ≥ N ,|Bn −B| < ε, 则

|Cn −AnB| ≤
n∑

k=N

|Bk −B||an+1−k|+
N−1∑
k=1

|Bk −B||an+1−k| ≤ ε
n∑

k=N

|an+1−k|+ · · · ≤ Mε+ · · ·

再由 Cn −AB = Cn −AnB +AnB −AB 得证.

23.2 无穷乘积

设 {an} 是一个序列，记
∞∏

n=1

an 为它的无穷乘积. 同样地可以定义它的部分积 Tn. 则 {Tn} 为部分

积序列. 若 limTn 存在且不为零，那么称无穷乘积收敛，否则发散.

定理 23.3. 若无穷乘积
∏

an 收敛，则 lim an → 1.

证明 lim an = lim Tn

Tn−1

= 1.

定理 23.4. 假定 an > −1, 无穷乘积
∏
(1 + an) 收敛的充要条件是级数

∑
ln(1 + an) 收敛.

证明 对于 ∀n ∈ N, 记 Tn =
n∏

k=1

(1+ ak), Sn =
n∑

k=1

ln(1+ ak), 则 Tn = eSn . 由 ex 的连续性，得证.

定理 23.5. 若 an > 0, 则
∏
(1 + an) 收敛的充要条件是

∑
an 收敛.

例题 23.2. 求无穷乘积
∏
[1− 1

(2n)2
] 的积.

解 无穷乘积的前 n 项和 Tn =
∏n

k=1[1−
1

(2k)2
] = [(2n−1)!!]2

[(2n)!!]2
(2n+ 1). 从而

∏
[1− 1

(2n)2
] = 2

π
.

对于每个固定的 s > 1，令

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
.

首先我们观察

(1− 1

2s
)ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
−

∞∑
n=1

1

(2n)s
=
∑ 1

ms
.

在右边的求和中 m 将取遍所有奇数. 然后再考虑

(1− 1

2s
)(1− 1

3s
) =

∑ 1

ms
−
∑ 1

(3m)s
=
∑ 1

ks
.

这里 k 取遍所有不是 2, 3 的整数倍的正整数. 依次取所有素数 2, 3, 5, 7, · · ·，则有

lim
n→∞

n∏
k=1

(1− 1

psk
)ζ(s) = 1.

也就是
∞∏
k=1

(1− 1

psk
) =

1

ζ(s)
.
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24 习题课笔记 (8)

证明级数发散的方法

1. 证明通项不趋于零;

2. 利用 Cauchy 准则：∃ε0 > 0,∀N ∈ N,∃n, p ≥ N 使得 |
∑n+p

i=n+1 | ≥ ε0;

3. 按某种加括号的方法得到的级数发散;

4. 对于正项级数，证明它的部分和序列无界;

5. 将级数通项分解为一个收敛级数通项和一个发散级数通项的和 (注意两个发散级数的通项和的级
数不一定发散);

例题 24.1. 设 0 ≤ p1 ≤ p2 ≤ · · · ≤ pn ≤ · · · , 则
∑ 1

pn
收敛等价于

∑ n

p1 + · · ·+ pn
收敛.

证明 显然有下面的估计：
n

p1 + · · ·+ pn
≥ 1

pn
,

从而右推左是容易的. 又注意到

p1 + p2 + · · ·+ pn ≥ [
n

2
]p[n2 ] ≥

n

4
p[n2 ].

因此有
n

p1 + · · ·+ pn
≤ 4

p[n2 ]

.

由比较判别法知收敛.

例题 24.2. 设
∑

an 为正项级数，满足

1.
∑n

k=1(ak − an) 对 n 有界;

2. an 单调减趋于零.

则级数
∑

an 收敛.

证明 只需证明 Sn = a1 + · · · + an 有界即可. 由条件 1 知，存在 M > 0 使得对 ∀n 满足
Sn − nan ≤ M. 现在固定这个 n，对 ∀m > n，有

Sn − nam =
n∑

k=1

(ak − am) ≤
m∑

k=1

(ak − am) ≤ M.

令 m → ∞ 得 Sn ≤ M.

例题 24.3. 证明
∞∑

n=1

(−1)[
√
n]

n
收敛.
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证明 我们可以把这个级数加上括号写为

∞∑
n=1

(−1)n
(

1

n2
+

1

n2 + 1
+ · · ·+ 1

(n+ 1)2 − 1

)
.

现在即证明 an = 1
n2 + 1

n2+1
+ · · ·+ 1

(n+1)2−1
单调递减趋于零即可.

实际上 an ∈ [
2

n+ 1
,
2

n
]. 只需要注意到：

an =
1

n2
+ · · ·+ 1

n2 + n− 1
+

1

n2 + n
+ · · ·+ 1

(n+ 1)2 − 1
≤ 1

n2
· n+

1

n2 + n
· (n+ 1) =

2

n
.

an =
1

n2
+ · · ·+ 1

n2 + n− 1
+

1

n2 + n
+ · · ·+ 1

(n+ 1)2 − 1
≥ 1

n2 + n
· n+

1

(n+ 1)2
· (n+ 1) =

2

n+ 1
.

例题 24.4. 级数
∑

an =
1

1p
− 1

2q
+

1

3p
− 1

4q
+ · · · , p, q > 0. 考虑它的敛散性.

解 显然若 p, q > 1, 则绝对收敛. 若 p = q ≤ 1, 这时候它是条件收敛的. 若 0 < p ≤ 1, p < q 或者

0 < q ≤ 1, q < p. 这两个情况是对称的，所以只讨论第一种情况.
考虑级数

∑
( 1
(2n−1)p

− 1
(2n)q

), 则有

lim
1

(2n−1)p
− 1

(2n)q

1
(2n−1)p

= 1.

从而该级数与级数
∑

1
(2n−1)p

同敛散. 又 0 < p ≤ 1, 故发散.

例题 24.5. 设级数
∑

an 收敛，
∑

(bn − bn+1) 绝对收敛，则
∑

anbn 收敛.

证明 对任意 ε > 0,∃N1, 当 n > N1, p > 0 有 |an+1 + · · ·+ an+p| < ε. 再由
∑

(bn − bn+1) 绝对收

敛，从而收敛，则 bn 有界，即 |bn| ≤ M. 再由绝对收敛，∃N2, 当 n > N2, p > 0 有 |bn+1 − bn+p+1| < ε.

再利用 Abel 变换可以得到：
|an+1bn+1 + · · ·+ an+pbn+p| < 2Mε.

例题 24.6. 设 k > 0, a > 0, 证明

1.
∫∞
a

sin 2πnx
xk dx 收敛;

2.
∑

1
n

∫∞
a

sin 2πnx
xk dx 收敛.

证明 第一个用 Dirichlet 判别法是显然的. 对于第二个，对 ∀A > a, 有∣∣∣∣∫ A

a

sin 2πnx

xk
dx
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1ak
∫ ξ

a

sin 2πnxdx
∣∣∣∣∣ = 1

2πnak

∣∣∣∣∣
∫ 2πnξ

2πna

sin tdt
∣∣∣∣∣ ≤ 1

nπak
.

从而 ∣∣∣∣ 1n
∫ ∞

a

sin 2πnx

xk
dx
∣∣∣∣ ≤ 1

n2

1

πak
.

例题 24.7. 正项级数
∑

an 收敛，{nan} 单调，证明 lim
n→∞

nan lnn = 0.
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25 课堂笔记 (16): 函数项级数、一致收敛 (1)

2018 年 4 月 23 日

25.1 函数序列与函数项级数的概念

现有一个序列 {fn(x)}, 且有公共的定义域 I0, 我们称它为函数序列. 对于固定的 x0 ∈ I0，便得到了

一个序列 {fn(x0)}, 若它收敛，则称函数序列在 x0 处收敛，x0 也叫收敛点. 所有收敛点的集合叫做收
敛域. 设 {fn(x)} 的收敛域为 I, 则对 x ∈ I, 得到一个函数 f(x) := lim

n→∞
fn(x), x ∈ I. 叫做 {fn(x)} 在 I

上的极限函数.
同样地 {un(x)} 定义在 I0 上，则

∑
un(x) 为函数项级数. 记 Sn(x) =

n∑
k=1

uk(x) 叫做部分和，且有

部分和序列 {Sn(x)}. 它也有收敛点和收敛域. 则 S(x) := lim
n→∞

Sn(x) 为和函数.

例题 25.1. 函数序列 fn(x) = xn 的收敛域是 (−1, 1], 其极限函数为

f(x) =

0, |x| < 1

1, x = 1

注意到这个极限函数在 (−1, 1] 上的连续性和可导性.

例题 25.2. fn(x) = nx(1− x2)n, x ∈ [0, 1]. 则 lim
n→∞

fn(x) = 0, x ∈ [0, 1]. 但是

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx =
1

2
̸=
∫ 1

0

lim
n→∞

fn(x)dx = 0.

例题 25.3. 设 fn(x) =
sinnx√

n
, 显然 lim

nto∞
fn(x) = 0 = f(x), x ∈ R. 但是 f ′

n(x) =
√
n cosnx. 可以

看出 {f ′
n(x)} 在许多点不收敛，因此该函数序列的导函数序列不收敛于 f(x) 的导数.

例题 25.4. 设 fn(x) =
2x

π
arctannx,则有 lim

n→∞
fn(x) = |x| = f(x), x ∈ R.而 f ′

n(x) =
2

π
arctannx+

2nx

π(1 + n2x2)
. 可以看出 {f ′

n(x)} 处处收敛，但 f(x) 在 x = 0 处不可导.

在讨论函数序列或函数项级数时，主要研究极限函数 (和函数) 能从该函数序列 (函数项级数) 继承
哪些性质，主要是: 连续性、可积性、可导性.

25.2 一致收敛的概念

定义 25.1. 设 f(x), fn(x) 定义在 I 上，若对于 ∀ε > 0, 存在 N，当 n > N 时，对一切 x ∈ I 有

|fn(x)− f(x)| < ε,

则称函数序列 {fn(x)} 在 I 上一致收敛于 f(x), 记为 fn(x) ⇒ f(x).

显然，当 fn(x) ⇒ f(x) 时，{fn(x)} 在 I 上收敛于 f(x).
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定义 25.2. 设
∑

un(x) 为定义在 I 上的函数项级数. 若存在 I 上的函数，使得
∑

un(x) 的部分和

序列 Sn(x) =
n∑

k=1

uk(x) 在 I 上一致收敛到 S(x)，则称
∑

un(k) 在 I 上一致收敛于 S(x). 也就是：

对于 ∀ε > 0, 存在 N, 当 n > N 时，对一切 x ∈ I 有

|Sn(x)− S(x)| < ε.

例题 25.5. 讨论函数序列 fn(x) = xn 在 (−r, r)(0 < r < 1) 与 (−1, 1) 内的一致收敛性.

解 我们已经知道 f(x) = 0. 对于 ∀ε > 0, 存在 N , 当 n > N , 且 x ∈ (−r, r) 时有

|xn − 0| ≤ |rn| < ε.

从而 xn ⇒ 0. 另一方面，取 ε0 =
1

2
, 对任意的 N > 0，取 n′ = N + 1, 由 lim

x→1
xn′

= 1(对固定的 n′)，因
此存在 0 < x′ < 1，使得

|x′n′
− 0| = (x′)n

′
> 1− 1

2
=

1

2
.

从而在 (−1, 1) 上内不一致收敛于零.

例题 25.6. 设函数 f(x) ∈ C[0, 1], 且 f(1) = 0. 证明 xnf(x) ⇒ 0, x ∈ [0, 1].

证明 显然 f(x) = 0. 于是对于 ∀ε > 0, 由于 f(x) 在 x = 1 左连续，存在 δ > 0, 当 x ∈ (1− δ, 1]

时, 有 |f(x)− 0| < ε. 从而对于 ∀ε ∈ (1− δ, 1] 及 n ∈ N, 有

|xnf(x)| ≤ |f(x)| < ε.

设M = max{|f(x)|},对于 ∀x ∈ [0, 1−δ],有 |xnf(x)| ≤ M(1−δ)n.因为 lim
n→∞

(1−δ)n = 0,所以存在 N ,
当 n > N 时对于 ∀x ∈ [0, 1− δ], 有 |xnf(x)| < ε. 从而当 n > N 时，对于 x ∈ [0, 1] 有 |xnf(x)− 0| < ε.

得证.
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26 课堂笔记 (17): 一致收敛 (2)、一致收敛的判别法 (1)

2018 年 4 月 25 日

26.1 一致收敛 (2)

一致收敛具有下面的简单性质：

定理 26.1. 若 fn(x) ⇒ f(x), gn(x) ⇒ g(x), 那么对于任意 a, b ∈ R, 有

afn(x) + bgn(x) ⇒ af(x) + bg(x).

由该结论可以得到下面的推论.

定理 26.2. 若
∞∑

n=1

un(x) 在 I 上一致收敛，则

un(x) ⇒ 0.

这是因为 un(x) = Sn(x)− Sn−1(x).

定理 26.3. 设 {fn(x)} 为函数序列，称 fn(x) 在 I 上一致有界，若存在 M > 0 使得对 ∀n, x ∈ I,

有 |fn(x)| ≤ M.

26.2 一致收敛的判别法 (1)

定理 26.4 (Cauchy 准则). 设 {fn(x)} 为定义在 I 上的函数序列，则 fn(x) 一致收敛的充要条件

是：对于 ∀ε > 0, 存在 N ∈ N, 当 n,m > N 时，对一切 x ∈ I, 有

|fn(x)− fm(x)| < ε.

证明 必要性. 设 fn(x) ⇒ f(x), 则对于 ∀ε > 0, 存在 N, 当 n > N 时对于 ∀x ∈ I, 有 |fn(x) −
f(x)| < ε

2
. 从而 |fn(x)− fm(x)| < ε.

充分性. 设 {fn(x)} 满足上述条件. 特别地，对于每个固定的 x ∈ I 都成立，从而序列 {fn(x)} 收敛，设
其极限为 f(x). 因此可以在区间 I 上得到 {fn(x)} 的极限函数 f(x). 在

|fn(x)− fm(x)| < ε

2

中令 m → ∞, 就有

|fn(x)− f(x)| < ε

对一切 n > N, x ∈ I 成立.
对于函数项级数，我们有

定理 26.5. 设
∞∑

n=1

un(x) 是定义在 I 上的函数项级数，则
∑

un(x) 一致收敛的充要条件是：对于

∀ε > 0, 存在 N, 当 n > m > N 时，对一切 x ∈ I 有∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ < ε.
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例题 26.1. 设 {fn(x)} 在 (a, b) 在闭区间 [a, b] 上连续，且 {fn(x)} 在开区间 (a, b) 内一致收敛.
则也在闭区间 [a, b] 上一致收敛.

证明 由 Cauchy 准则，对于 ∀ε > 0, 存在 N，当 n,m > N 时，对于 ∀x ∈ (a, b) 有

|fn(x)− fm(x)| < ε.

由于连续，从而分别令 x → a+, x → b−, 就得到了闭区间的一致收敛性.
同样地，对于函数项级数也有类似的结论.

例题 26.2. 讨论函数项级数
∑ (−1)n

1 + nx
分别在区间 [a,+∞)(a > 0), (0,+∞) 上的一致收敛性.

解 对于区间 [a,+∞)(a > 0), 我们有

|Sn(x)− S(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

(−1)k

1 + kx

∣∣∣∣∣ ≤ 1

1 + (n+ 1)x
≤ 1

1 + (n+ 1)a
.

从而对于 ∀ε > 0, 存在 N, 当 n > N 时有
1

1 + (n+ 1)a
< ε. 从而一致收敛.

对于区间 (0,+∞). 若它一致收敛，注意到在 x = 0 处连续，从而在 x = 0 处也收敛. 但是
∑

un(0) =∑
(−1)n 是发散的. 从而不一致收敛. 也可以证明通项 un(x) 在 (0,+∞) 上不一致收敛到零即可. 实际

上，存在 ε0 =
1

2
, 对于任意 N, 存在 n = N + 1 > N 及 x′ =

1

n
, 使得 |un(x

′)| = 1

2
= ε0.

例题 26.3 (最值判别法). 设函数序列 {fn(x)} 在集合 I 上定义，则 fn(x) ⇒ f(x) 的充要条件为

lim
n→∞

sup
x∈I

{|fn(x)− f(x)|} = 0.

证明 必要性. 设 fn(x) ⇒ f(x)(x ∈ I), 则对于 ∀ε > 0, 存在 N, 当 n > N 时对一切 x ∈ I, 有

|fn(x)− f(x)| < ε. 因此有

0 ≤ sup
x∈I

{|fn(x)− f(x)|} ≤ ε.

充分性. 由于对于 ∀ε > 0, 都存在 N, 当 n > N 时，有

sup
x∈I

{|fn(x)− f(x)|} < ε.

因此，当 n > N 时，对一切的 x ∈ I, 有

|fn(x)− f(x)| ≤ sup
x∈I

{|fn(x)− f(x)|} < ε.

这也就是一致收敛.

例题 26.4. 讨论 fn(x) = nxe−n2x(x > 0) 的一致收敛性.

解 显然极限函数 f(x) = 0. 注意到 f(0), lim
x→+∞

fn(x) = 0. 从而必然能在某个点 xn 取得最大值.

f ′
n(x) = n(1− n2x)e−n2x. 从而得到 xn =

1

n2
. 于是有 fn(xn) =

1

en
. 于是当 n → ∞ 时趋于零. 由最值判

别法得到一致收敛.

定义 26.1. 设
∑

un(x) 是定义在 I 上的函数项级数，并且
∑

|un(x)| 在 I 上一致收敛，则称∑
un(x) 绝对一致收敛.
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若绝对一致收敛，则必一致收敛.

定理 26.6 (Weirstrass 判别法). 设函数项级数
∑

un(x) 在 I 上定义. 若存在正数序列 {Mn} 使得
对每个 n, x 都有

|un(x)| ≤ Mn,

且
∑

Mn 收敛，则
∑

un(x) 绝对一致收敛.

证明 由于
∑

Mn 收敛，则对于 ∀ε > 0, 存在 N, 当 n > m > N 时有

n∑
k=m+1

Mk < ε.

从而对一切 x ∈ I, 有
n∑

k=m+1

|uk(x)| ≤
n∑

k=m+1

Mk < ε.

再由 Cauchy 准则知绝对一致收敛.
附注 注意若

∑
un(x) 绝对收敛且一致收敛不等于绝对一致收敛.

例题 26.5. 设 un(x) =


1

n
,

1

n+ 1
≤ x ≤ 1

n

0, others
.

例题 26.6. 证明
∑

xke−nx(k > 1) 在 [0,+∞) 上一致收敛.

证明 每一项都是正的，un(0) = 0, lim
x→+∞

xke−nx = 0. 那么 u′
n(x) = 0, 得到 x =

k

n
. 因此 un(x)

取得最大值 e−k k
k

nk
. 而级数

∑
e−k k

k

nk
在 k > 1 时收敛，由 Weirstrass 判别法知

∑
xke−nx 在 [0,+∞)

上一致收敛.

定理 26.7 (Dirichlet 判别法). 设函数序列 un(x), vn(x) 在 I 上定义，并且满足

1.
∑

un(x) 的部分和序列在 I 上一致有界，即存在 M > 0，使得对于 ∀n ≥ 1, x ∈ I 有

|Sn(x)| = |
n∑

k=1

uk(x)| ≤ M ;

2. 对每个 x ∈ I, {vn(x)} 关于 n 是单调的，且 vn(x) ⇒ 0.

则
∑

un(x)vn(x) 在 I 上一致收敛.

证明 由条件 (1), 当 n > m ≥ 1 时，对一切 x ∈ I, 有∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ = |Sn(x)− Sm(x)| ≤ 2M.

由 vn(x) ⇒ 0, 对于 ∀ε > 0, 存在 N, 当 n > N 时对于 ∀x ∈ I, 有

|vn(x)| ≤
ε

6M
.

由于对于每个 x,{vn(x)} 关于 n 是单调的，利用 Abel 变换，当 n > m ≥ 1，对 ∀x ∈ I, 有∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

uk(x)vk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 2M(|vm+1(x)|+ 2|vn(x)|) < ε.

由 Cauchy 准则知一致收敛.
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27 习题课笔记 (9)

例题 27.1. 设连续函数序列 {fn(x)} 在区间 [0, 1] 上一致收敛. 证明 {efn(x)} 在 [0, 1] 上一致收敛.

证明 不妨设 {fn(x)} 的极限函数为 f(x). 下面证明 efn(x) ⇒ ef(x). 直接估计下式：

|efn(x) − ef(x)| = eξ|fn(x)− f(x)|

≤ M |fn(x)− f(x)|

≤ Mε.

最后一个不等式由题设直接得出.

例题 27.2. 1. 设 f(x) 在区间 I 上可导，且 f ′(x) 一致连续. 证明 Fn(x) = n[f(x+ 1
n
)− f(x)] 在

I 上也一致收敛.
2. 证明 fn(x) = n(

√
x+ 1

n
−
√
x) 在 (0,+∞) 内闭一致收敛, 但在这个区间不一致收敛.

证明 (1). 注意到 Fn(x) 的极限函数为 f ′(x). 从而可以进行下面的估计：

|Fn(x)− f ′(x)| = |f ′(ξ)− f ′(x)|, |ξ − x| < 1

n
.

从而由 f ′(x) 的一致连续性，对 ∀ε > 0, 存在 δ > 0, 当 |x− y| < δ 时有 |f(x)− f(y)| < ε. 于是存在 N，

当 n > N 时有
1

n
< δ, 从而有

|f ′(ξ)− f ′(x)| < ε.

得证.
(2). 在 ∀[a, b] ⊂ (0,+∞) 上. 令 f(x) =

√
x, f ′(x) =

1

2
x

1
2 , f ′′(x) = −1

4

1

x4
. 所以 |f ′′(x)| ≤ M. 于是 f ′(x)

一致连续，再由 (1) 立即得证.
可以求得极限函数为 f(x) =

1

2
√
x
. 那么

|fn(x)− f(x)| = 1√
x+ 1

n
+
√
n
− 1

2
√
x
.

取 xn =
1

n
，从而上式为

√
nJ ≥ J, J =

1

2
− 1√

2 + 1
.

也即存在 ε0 = J, 任意 N, 取 n = N + 1 > N, 存在 xn =
1

n
, 使得 |fn(x)− f(x)| ≥ ε0. 则不一致收敛.

例题 27.3. 设 f(x) ∈ C(−∞,+∞), fn(x) =
n−1∑
k=0

1

n
f(x + k

n
). 证明 fn(x) 在任一有限区间内一致收

敛.
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证明 在任一有限区间 [a, b] 内，fn(x) 的极限函数 f(x) =
∫ 1

0
f(x+ t)dt. 我们作出下面的估计：∣∣∣∣fn(x)− ∫ 1

0

f(x+ t)dt
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

1

n
f(x+

k

n
)−

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

(
1

n
f(x+

k

n
)−

∫ k+1
n

k
n

f(x+ t)dt
)∣∣∣∣∣

≤
n−1∑
k=0

∣∣∣∣∣
∫ k+1

n

k
n

(f(x+
k

n
)− f(x+ t))dt

∣∣∣∣∣
≤

n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

∣∣∣∣f(x+
k

n
)− f(x+ t)

∣∣∣∣dt.
由 f 在 [a, b]上的一致连续，对 ∀ε > 0,存在 N，当 n > N 时，只要 |x−y| < 1

n
，就有 |f(x)−f(y)| < ε.

所以 |f(x+ k
n
)− f(x+ t)| < ε, t ∈ [

k

n
,
k + 1

n
]. 从而 |fn(x)−

∫ 1

0
f(x+ t)dt| < ε.

例题 27.4. 证明
∞∑

n=1

arctan x

x2 + n3
在 (−∞,+∞) 上一致收敛.

证明 | arctan x

x2 + n3
| ≤ |x|

x2 + n3
≤ |x|

2|x|n 3
2

=
1

2n
3
2

. 从而绝对一致收敛.

例题 27.5. 设 b > 0,
∑

an 收敛. 证明
∑ an

n!

∫ x

0
tne−tdt 在 [0, b] 上一致收敛.

证明 用 Abel 判别法，知
∑

an 一致收敛 (与 x 无关)，即要证明 un(x) =
1

n!

∫ x

0
tne−tdt 是单调

且一致有界的. 注意到 un+1(x) =
1

n!

∫ 1

0

t

n+ 1
tne−tdt. 从而当 n 充分大的时候，

t

n+ 1
< 1, 即 un(x) 对

于任意 x ∈ [0, b] 关于 n 单调递减. 又有

1

n!

∫ x

0

tne−tdt ≤ 1

n!

∫ x

0

tne−tdt ≤ bn

(n+ 1)!
→ 0.

于是 un(x) 是一致有界的. 得证.

例题 27.6. 证明
∑ sinnx

n
在含有 x = 0 的邻域内不一致收敛.

证明 取 xn =
π

4n
, 则 (n+ i)xn >

π

4
, (2n)xn =

π

2
. 于是

sin(n+ 1)x

n+ 1
+

sin(n+ 2)x

n+ 2
+ · · ·+ sin(2n)x

2n
≥

√
2
2
n

2n
=

√
2

4
= ε0.

故由 Cauchy 准则知不一致收敛.
尝试：

1. 用有限覆盖定理证明 Dini 定理;

2. 设 f1(x) 在 [a, b] 上可积，fn(x) =
∫ x

a
fn(t)dt, 证明 {fn(x)} 在 [a, b] 一致收敛到 0;

3. 证明
∑

(1− x)
xn

1− x2n
sinnx 在 [0, 1) 上一致收敛.
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28 课堂笔记 (18): 一致收敛的判别法 (2)、一致收敛的函数序列和函
数项级数 (1)

2018 年 4 月 30 日

28.1 一致收敛的判别法 (2)

定理 28.1 (Abel 判别法). 设函数序列 {un(x)}, vn(x) 在 I 上有定义，且满足：

1.
∑

n un(x) 一致收敛;

2. 对固定的 x，{vn(x)} 关于 n 单调且 {vn(x)} 一致有界.

则
∑

n un(x)vn(x) 在 i 上一致收敛.

证明 由条件 (2), 存在 M > 0, 使得对于 ∀n ≥ 1,∀x ∈ I, 有

|yn(x)| ≤ M.

再由 (1) 及 Cauchy 准则知，对于 ∀ε > 0,∃N ∈ N, 当 n > m > N 时，对一切 x ∈ I 有∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ε

3M
.

由于 {vn(x)} 是单调的，结合 Abel 变换, 对任意的 n > m > N, ∀x ∈ I, 有∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

uk(x)vk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ε

3M
[|vm+1(x) + 2|vn(x)||] < ε.

再由 Cauchy 准则知一致收敛.

例题 28.1. 证明函数项级数
∑ (−1)n

n+ x
在

1. [0,+∞) 上一致收敛;

2. 任何不含负整数点的闭区间 I 上一致收敛;

3. 任何区间 I 上不绝对收敛.

证明 (1). 令 un(x) = (−1)n, vn(x) =
1

n+ x
. 显然

∑
uk(x) 一致有界，而 vn(x) 对任意 x ≥ 0 关

于 n 单调递减一致趋于零. 那么由 Dirichlet 判别法知一致收敛.
(2). 不妨设 I ⊂ (−K,−K + 1). 与 (1) 相同用 Dirichlet 判别法易证.
(3). 当 n 充分大时，

1

n+ x
∼ 1

n
. 从而由

∑ 1

n
发散得证.

例题 28.2. 证明函数项级数
∑ an

nx
在 [1,+∞) 上一致收敛的充要条件是

∑ an
n
收敛.

证明 必要性是显然的 (取 x = 1 即可). 下面证明充分性.
设
∑ an

n
收敛，且令 un(x) =

an
n
, vn(x) =

1

nx−1
. 那么由 Abel 判别法得证.
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例题 28.3. 讨论函数项级数
∑

(−1)n(1 − x)xn 在 [0, 1] 上的一致收敛性、绝对收敛性、绝对一致

收敛性.

解 (1). 令 un(x) = (−1)n, vn(x) = (1− x)xn. 从而由 Dirichlet 判别法知它一致收敛.

(2). 注意到 Sn(x) =

x− xn+1, x ∈ [0, 1)

0, x = 1.
. 当 x ∈ [0, 1) 时，limSn(x) = S(x) = x. 因此当 x ∈ [0, 1]

时，它绝对收敛.
(3). 在 [0, 1) 中，|Sn(x)− S(x)| = xn+1, 而我们知道 xn 在 [0, 1] 不一致收敛，因此不绝对一致收敛.

附注 这个例子说明了即使一个函数项级数在一个区间上一致收敛且绝对收敛，但不一定绝对一

致收敛.

28.2 一致收敛的函数序列和函数项级数 (1)

28.2.1 连续性

定理 28.2. 设函数 fn(x) ∈ C[a, b], 且 fn(x) ⇒ f(x), 则 f(x) ∈ C[a, b].

证明 任取 x0 ∈ [a, b], 对于 ∀ε > 0, 由于 fn(x) ⇒ f(x), 所以存在 N, 当 n > N 时对一切

x ∈ [a, b]，有

|fn(x)− f(x)| < ε

3
.

取定 n0 > N，由于 fn0
(x) 的连续性，从而存在 δ > 0, 当 x ∈ U(x0, δ) ∩ [a, b] 时，有

|fn0
(x)− fn0

(x0)| <
ε

3
.

因此当 x ∈ U(x0, δ) ∩ [a, b] 时，有

|f(x)− f(x0)| ≤ |f(x)− fn0
(x)|+ |fn0

(x)− fn0
(x0)|+ |fn0

(x0)− f(x0)| < ε.

这就意味着下式成立：

lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x).

类似地，我们得到关于函数项级数的相应结论：

定理 28.3. 设函数 un(x) ∈ C[a, b], 且
∑

un(x) 一致收敛. 且
∑

un(x) 的和函数在 [a, b] 上连续.

这就意味这下式成立：

lim
x→x0

∞∑
n=1

un(x) =
∞∑

n=1

lim
x→x0

un(x)

附注 上面的闭区间 [a, b] 可以替换为任意有限区间 (局部一致收敛).

定义 28.1 (内闭一致收敛). 设函数序列 {fn(x)} 在区间 I 上有定义，若对任意闭区间 [a, b] ⊂ I，

{fn(x)} 在 [a, b] 上一致收敛，则称 {fn(x)} 在 I 内闭一致收敛.

附注 不难证明，对于开区间 I 来说，内闭一致收敛等价于局部一致收敛.

定理 28.4. 设函数 fn(x) ∈ C(a, b), 且 {fn(x)} 在 (a, b) 内闭一致收敛于 f(x), 则 f(x) ∈ C(a, b).
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定理 28.5. {fn(x)} 在 (0,+∞) 连续且内闭一致收敛到 f(x)，则 f(x) 在 (0,+∞) 连续.

例题 28.4. 设 {an} 为单调趋于零的序列，证明
∑

an cosnx 与
∑

an sinnx 的和函数在 (0, 2π) 内

连续.

证明 令 un(x) = an, vn(x) = cosnx. 任取闭区间 [δ0, 2π − δ0], 对于 ∀n 有∣∣∣∣∣
n∑

k=1

∣∣∣∣∣ ≤ 1

sin δ0
2

.

由 Dirichlet 判别法知
∑

an cosnx 在 [δ0, 2π − δ0] 上一致收敛. 所以和函数也在该闭区间连续. 由 δ0 的

任意性，那么
∑

an cosnx ∈ C(0, 2π).

附注 上面给出的是极限函数连续的充分条件，而不是必要条件.

定理 28.6 (Dini 定理). 设函数 fn(x) 在闭区间 [a, b] 连续，且对于 ∀x ∈ [a, b] 及 ∀n, 有 fn(x) ≤
fn+1(x). 设对于 ∀x ∈ [a, b], 有 limn fn(x) = f(x). 则 f(x) 在区间 [a, b] 上连续的充要条件是：

fn(x) ⇒ f(x), x ∈ [a, b].

证明 充分性是显然的，下证必要性.由条件知，∀x ∈ [a, b],∀ε > 0,存在 N = N(x, ε)，当 n > N

时有

f(x)− ε < fn(x).

由于 fn, f 都连续，故存在 δ > 0，使得对 |x′ − x| < δ 时有 fn(x
′) > f(x′)− ε. 从而对每一个 x 我们都

找到这样一个 x 的邻域，从而形成 [a, b] 上的开覆盖，因此有有限覆盖 {Ui(xi, δi)}. 现在令 N0 等于其

中最大的一个，那么对 ∀x ∈ [a, b], 有
fN0

(x) > f(x)− ε.

于是当 n > N0 时，就有

fn(x) > f(x)− ε.

这也就是一致收敛.
同样地，对于函数项级数也有相应的定理：

定理 28.7. 设函数项级数
∑

un(x) 在区间 [a, b] 收敛，且 un(x) 连续非负，则
∑

un(x) 的和函数

连续的充要条件是
∑

un(x) 在 [a, b] 上一致收敛.

附注 Dini 定理的闭区间不能改为开区间.

例题 28.5. 对于函数项级数
∑

(1 − x)xnf(x), x ∈ [0, 1], 且 f(x) 在 [0, 1] 上非负连续且 f(1) = 0.

则该函数项级数一致收敛.

证明 直接计算它的和函数 S(x) = xf(x), x ̸= 1; 0, x = 1. 于是可以合并为 xf(x) 的情况，从而

xf(x) 是连续的. 易知它满足函数项级数的 Dini 定理的条件，从而一致收敛.

例题 28.6. 证明
∑

xn lnx

1 + | ln ln 1
x
|
在 (0, 1) 内一致收敛.
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证明 令 un = xn lnx

1 + | ln ln 1
x
|
, 我们有 limx→0+ un(x) = 0, limx→1− un(x) = 0. 记 ūn(x) =0, x = 0, 1

−un(x), x ∈ (0, 1)
. 则 ūn(x) 在 [0, 1] 上连续非负，且它的和函数在 [0, 1] 上连续. 从而由 Dini 定理

知
∑

ūn(x) 在 [0, 1] 上一致收敛，从而
∑

un(x) 在 (0, 1) 内一致收敛.

28.2.2 可积性

定理 28.8. 设函数 fn(x) 在 [a, b] 可积，且 fn(x) ⇒ f(x), 则 f(x) 在 [a, b] 可积且

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

lim
n→∞

fn(x)dx.

证明见教材 P199. 同理可以证明下列结论：

定理 28.9. 设函数 un(x) 在区间 [a, b] 上可积，且
∑

un(x) 一致收敛，则
∑

un(x) 的和函数在

[a, b] 可以且成立 ∫ b

a

(
∞∑

n=1

un(x)

)
=

∞∑
n=1

∫ b

a

un(x)dx.

例题 28.7. 证明：当 x ∈ (−1, 1) 时，成立

1

2
ln 1 + x

1− x
=

∞∑
n=0

x2n+1

2n+ 1
.

证明 设 f(x) =
1

1− x2
, 则当 |x| < 1 时，它是一下几何级数的和函数：

f(x) =
1

1− x2
=

∞∑
n=0

x2n.

其部分和为

Sn(x) =
1− x2n+2

1− x2

在 (−1, 1) 内闭一致收敛到
1

1− x2
. 因为对固定的 x ∈ (−1, 1)，该函数项级数在 [0, x] 或 [x, 0] 上逐项积

分. 因此有
1

2
ln 1 + x

1− x
=

∫ x

0

dt
1− t2

=
∞∑

n=0

∫ x

0

t2ndt =
∞∑

n=0

x2n+1

2n+ 1
.
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29 课堂笔记 (19): 一致收敛的函数序列和函数项级数 (2)、幂级数的
收敛半径与收敛域

2018 年 5 月 7 日

29.1 可导性

定理 29.1. 设函数 fn(x) 在区间 [a, b] 上可微，且满足：

1. 存在 x0 ∈ [a, b]，使得 lim
n→∞

fn(x0) 存在;

2. f ′
n(x) ⇒ g(x), x ∈ [a, b].

则有以下结论：

1. 存在 [a, b] 上的函数 f(x) 使得 fn(x) ⇒ f(x);

2. f(x) 在 [a, b] 可微且 f ′(x) = g(x), 即

lim
n→∞

f ′
n(x) = [ lim

n→∞
fn(x)]

′.

证明 利用 Cauchy 准则证明. 对于 ∀ε > 0, 由 lim fn(x0) 存在和 f ′
n(x) ⇒ g(x) 知，存在 N , 当

n > m > N 时有

|fn(x0)− fm(x0)| <
ε

2
.

并且对 ∀x ∈ [a, b], 有
|f ′

n(x)− f ′
m(x)| < ε

2(b− a)
.

对任意 n > m ≥ N 对 fn(x)− fm(x) 应用 Lagrange 中值定理，在 x0, x 之间存在 ξ 使得

|[fn(x)− fm(x)]− [fn(x0)− fm(x0)]|

= |f ′
n(ξ)− f ′

m(ξ)||x− x0|

<
|x− x0|ε
2(b− a)

≤ ε

2
.

这就证明了 {fn(x)} 在 [a, b] 上一致收敛. 为了证明 2，对于 ∀x∗ ∈ [a, b] 及 n = 1, 2, ...，令

hn(x) =
fn(x)− fn(x

∗)

x− x∗ (x ̸= x∗), hn(x
∗) = f ′

n(x
∗).

和

h(x) =
f(x)− f(x∗)

x− x∗ .

则 hn(x) 在 [a, b] 上连续，现在证明 {fn(x)} 在 [a, b]\{x∗} 上一致收敛到 h(x). 事实上，从上面的推导

中，对 ∀ε > 0,∃N,n > m ≥ N 时，对于 ∀x ∈ [a, b]\{x∗}，有

|hn(x)− hm(x)| ≤ ε

2(b− a)
.

这就证明了一致收敛. 注意到 lim
x→x∗

hn(x) = f ′
n(x

∗), 我们有 f ′(x∗) = lim
x→x∗

h(x) 存在，并且 f ′(x∗) =

lim
n→∞

f ′
n(x

∗). 由 x∗ ∈ [a, b] 的任意性，得证.
同样地，对于函数项级数也有类似的定理，这时称为逐项求导.
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例题 29.1. 证明
∑ 1

nx
在 (1,+∞) 上无穷次可微.

证明 任取 δ0 > 0，我们已经知道
∑ 1

nx
在 (1 + δ0,+∞) 上一致收敛. 由于

(
1

nx

)′

=
− lnn

nx
∈ C(0,+∞).

并且对于 ∀x ∈ (1 + δ0,+∞)，有 ∣∣∣∣− lnn

nx

∣∣∣∣ < lnn

n1+δ0
.

右式是收敛的，从而
∑ − lnn

nx
一致收敛, 于是

∑ 1

nx
的和函数在 (1 + δ0,+∞) 上有连续的导函数且

(∑ 1

nx

)′

=
∑ − lnn

nx
.

依次下去，则
∑ 1

nx
的和函数在 (1 + δ0,+∞) 上具有任意阶导数. 再由 δ0 的任意性知，在 (0,+∞) 上

无穷次可导.

例题 29.2. 设 {xn} 为一个序列且两两不同，证明
∞∑

n=1

sgn(x− xn)

2n
的和函数当且仅当 x = xn 时

不连续.

证明 首先显然有 ∣∣∣∣sgn(x− xn)

2n

∣∣∣∣ ≤ 1

2n
.

故
∞∑

n=1

sgn(x− xn)

2n
一致收敛. 对于 ∀k ∈ N, 该函数项级数中仅有一项

sgn(x− xk)

2k
在 x = xk 处不连续，

而其他项均在 x = xk 处连续，因此
∞∑

n=1

sgn(x− xn)

2n
的和函数在 x = xk 处不连续. 当 x0 /∈ {xn} 时，

由于该函数项级数每一项都在 x = x0 处连续，从而
∞∑

n=1

sgn(x− xn)

2n
的和函数在 x = x0 处连续. 得证.

附注 如果将符号函数换为

f(x) =

x2 sin 1

x
, x ̸= 0

0, x = 0,

作

g(x) =
∞∑

n=1

f(x− xn)

2n
,

则可以证明 g(x) 在 [0, 1] 上可导，但 g′(x) 在 x = xn 处不连续，而在其他点连续.
令

W (x) =
∞∑

n=1

sin 3nx

2n
.

则可以证明 W (x) 处处连续但处处不可导.
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29.2 幂级数的收敛半径与收敛域

形如
∑

an(x− x0)
n 的函数项级数称为幂级数. 我们只讨论 x0 = 0 的幂级数.

定理 29.2. 设幂级数
∞∑

n=0

在 x0 ̸= 0 处收敛，则该级数在 (−|x0|, |x0|) 内闭绝对一致收敛.

简证 只需要注意到 |anxn| =
∣∣∣∣anxn

0

xn

xn
0

∣∣∣∣ 即可.

定理 29.3. 设幂级数在 x0 ̸= 0 处收敛，且在 x1 ̸= 0 处发散，则存在唯一数 R > 0 使幂级数在

(−R,R) 收敛，在 (−∞,−R), (R,+∞) 上发散.

证明 令

R = sup{|x| :
∑

anx
n收敛}.

则有 R ≥ |x0|, R ≤ |x1|.

定理 29.4 (Cauchy-Hadama 定理). 设幂级数
∑

anx
n 的收敛半径为 R，记

ρ = lim n
√
|an|,

则当 ρ = +∞ 时 R = 0; ρ = 0, R = +∞; 0 < ρ < +∞, R =
1

ρ
.

简证 考虑数项级数的 Cauchy 判别法.

定理 29.5. 设幂级数
∑

anx
n 的收敛半径为 R，记

ρ = lim |an+1|
|an|

,

则当 ρ = +∞ 时 R = 0; ρ = 0, R = +∞; 0 < ρ < +∞, R =
1

ρ
.

例题 29.3. 求幂级数
∑

n!xnn

的收敛半径和收敛域.

解 这个幂级数的许多项系数为 0，由

1 < (n!)
1

nn < (nn)
1

nn .

及 lim(nn)
1

nn = 1, 得

lim n
√
an = lim nn√

n! = lim(n!)
1

nn = 1.

因此收敛半径为 1. 而且得到收敛域为 (−1, 1).

例题 29.4. 求幂级数
∑ ln(n+ 1)

n2
(x− 3)n 的收敛半径和收敛域.

解 由

lim |an+1|
|an|

= 1

知该幂级数的收敛半径为 1. 在端点处，即 x = 2, 4 时，容易验证是收敛的，故收敛域为 [2, 4].

例题 29.5. 求幂级数
∑ (x+ 1)n

2na (a > 0) 的收敛半径和收敛域.
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解 由于

lim n

√
1

2na =


1, 0 < a < 1
1

2
, a = 1

0, a > 1

从而当 0 < a < 1 时收敛半径为 1，容易验证收敛域为 [−2, 0]. 当 a = 1 时，收敛半径为 2，容易验证

收敛域为 (−3, 1). 当 a > 1 时，收敛半径为 +∞, 收敛域为 (−∞,+∞.)
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30 课堂笔记 (20): 幂级数的性质

2018 年 5 月 9 日

定理 30.1 (Abel 定理). 设幂级数
∑

anx
n 的收敛半径 R > 0, 则

1.
∑

anx
n 在 (−R,R) 内闭一致收敛;

2. 若
∑

anR
n 收敛，则

∑
anx

n 在 (−R,R] 的任何闭子区间一致收敛;

3. 若
∑

(−1)nanR
n 收敛，则

∑
anx

n 在 [−R,R) 的任何闭子区间一致收敛;

简证 1 是显然的，2/3 用 Abel 判别法即可.

定理 30.2. 设幂级数
∑

an(x − x0)
n 的收敛半径 R > 0，则和函数

∑
an(x − x0)

n 在其收敛域上

连续.

附注 最重要的是端点处的连续性.

定理 30.3. 设幂级数
∑

an(x− x0)
n 的收敛半径 R > 0, 则对于其收敛域内任意两点 t1, t2, 有∫ t2

t1

∑
an(x− x0)

n =
∑

an

∫ t2

t1

(x− x0)
n.

附注 在上述定理中，取 t1 = x0, t2 = x, 则幂级数逐项积分得到幂级数
∑ an

n+ 1
(x− x0)

n+1. 容

易看出这两个幂级数有相同的收敛半径，但在端点处可能有不同的敛散性. 一般来说，若
∑

an(x−x0)
n

在端点处收敛，则
∑ an

n+ 1
(x− x0)

n+1 也在端点处收敛，反之一般不真.

比如对
1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · · , x ∈ (−1, 1), 对 ∀x ∈ (−1, 1), 有∫ x

0

dx
1− x

=
∑∫ x

0

tndt.

也即

ln(1 + x) =
∑
1

(−1)n−1xn

n
.

右式级数的收敛域为 (−1, 1].

定理 30.4. 设幂级数 f(x) =
∑

an(x− x0)
n 的收敛半径 R > 0，则对于 ∀x ∈ (x0 −R, x0 +R),f(x)

在 x 处具有任意阶导数，并且对 k = 1, 2, · · · , 有

f (k)(x) =
∑
k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)an(x− x0)
n−k.

证明 设 ρ = lim n
√
|an|, 则对固定的 k，有

lim n
√
n(n− 1) · · · (n− k + 1)an = ρ.

这说明求导后的幂级数与原幂级数有相同的收敛半径，因此在开区间内均内闭一致收敛. 分别对 k =

1, 2, · · · 应用函数项级数逐项求导定理即证.
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31 习题课笔记 (10)

例题 31.1. 设正项级数
∑

an 收敛且 {nan} 单调，证明 limnan lnn = 0.

证明 令 bn = nan, 即
∑ bn

n
收敛. 对 ∀ε > 0, 存在 N, 当 n > N,∀p，都有

bn+1

n+ 1
+ · · ·+ bn+p

n+ p
< ε.

如果 bn 是单调增的，则
bn
n

≥ b1
n

, 而
∑ bn

n
发散，矛盾. 从而 {bn} 是单调递减的，如果极限 l > 0，那

么 bn ≥ l, 又推出了矛盾，即 bn → 0. 从而有：

ε >
bN+1

N + 1
+ · · ·+ bN+p

N + p

≥ bN+p(
1

N + 1
+ · · ·+ 1

N + p
)

= bN+p(ln(N + p)− lnN + γN+p − γN )

= bN+p ln(N + p)− bN+p(lnN − γN+p + γN )

从而得到

bN+p ln(N + p) < ε+ bN+p(lnN − γN+p + γN ).

存在 N1, 当 p > N1 时，bN+p(lnN − γN+p + γN ) < ε. 于是就得到了 bN+p ln(N + p) < 2ε. 这也就证明

了结论.

例题 31.2. 设 f1(x) ∈ R[a, b], 且 fn+1(x) =
∫ x

a
fn(t)dt. 证明，fn(x) 在 [a, b] 上一致收敛到 0.

证明 显然 |f1(x)| ≤ M , 因为可积函数是有界的. 那么 |f2(x)| ≤ M(x− a). 这样下去，就得

|fn(x)| ≤
M

(n− 1)!
(x− a)n−1.

从而由最值判别法得证.

例题 31.3. 设 [0, 1] 上的连续函数序列 {fn(x)} 点收敛到 f(x), 证明 fn(x) ⇒ f(x), x ∈ [0, 1] 的充

要条件是 {fn(x)} 在 [0, 1] 上是等度连续的，即 ∀ε > 0,∃δ > 0, 当 x′, x′′ ∈ [0, 1] 且 |x′ − x′′| < δ 时，对

于 ∀n ≥ 1, 有 |fn(x′)− fn(x
′′)| < ε.

证明 必要性：由一致收敛知，对 ∀ε > 0，存在 N , 当 n > N 时对 ∀x ∈ [0, 1] 有

|fn(x)− f(x)| < ε.

又因为 fn(x)在闭区间上连续，从而 f(x)一致连续，即存在 δ > 0,当 |x′−x′′| < δ时，有 |f(x′)−f(x′′)| <
ε. 从而有 (n > N 时)

|fn(x′)− fn(x
′′)| ≤ |fn(x′)− f(x′)|+ |f(x′)− f(x′′)|+ |f(x′′)− fn(x

′′)| < 3ε.

而当 n ≤ N 时，那么就有 N 个 δ : δ1, · · · , δN，其中就取最小的那一个为 δ，当 |x′ − x′′| < δ 时，就有

|fn(x′)− fn(x
′′)| < ε.
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充分性：首先证明 f(x)也是一致连续的.由于 fn(x)是等度连续的，则对 ∀ε > 0,∃δ > 0, |x−y| < δ

时就有 |fn(x)− fn(y)| < ε/2. 此时令 n → ∞ 就有

|f(x)− f(y)| < ε.

这也即 f(x) 是一致连续的.
由于点点收敛，则对 ∀x ∈ [0, 1],∃Nx, 当 n > Nx 时有

|fn(x)− f(x)| < ε

2
.

再由等度连续性，当 |y − x| < δ 时，|fn(y)− f(y)− (fn(x)− f(x))| < ε. 那也就是

|fn(y)− f(y)| < 2ε,∀y ∈ (x− δ, x+ δ).

这样的话，由有限覆盖定理知，存在有限多个长为 2δ 的区间覆盖 [0, 1]. 这样就有有限多个 Nx，令 N

为其中最大的一个，当 n > N 时就有

|fn(x)− f(x)| < ε.

这就是一致收敛的定义.

例题 31.4. 证明函数项级数
∑ xn(1− x)

1− x2n
sinnx 在 [0, 1] 上一致收敛.

证明 将区间 [0, 1] 分为 [0,
1

2
], [

1

2
, 1]. 显然由 Dirichlet 判别法知该级数在第二个区间上是一致收

敛的. 只需要注意到

xn

1 + x+ · · ·+ xn−1
≤ xn

1 + x+ · · ·+ xn−1
≤ xn

nxn−1
≤ 1

n
→ 0.

那么在 [0,
1

2
] 上，∣∣∣∣xn(1− x)

1− x2n
sinnx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ xn

1 + x+ x2 + · · ·+ x2n−1
sinnx

∣∣∣∣ ≤ xn ≤ (
1

2
)n.

由 Weierstrass 判别法知一致收敛.

例题 31.5. 在 (0, 1) 上选取一列互不相同的数 {an}, 作级数
∑ |x− an|

2n
. 证明：

1. 级数在 (0, 1) 上定义了一个连续函数 f(x);

2. f(x) 在 ak 处不可微，在其他点可微.

证明 (1). 用由 Weierstrass 判别法知一致收敛.
(2). 对 ∀x0 ̸= ak, 要证在 x0 处可导，即

lim
l→0

f(x0 + l)− f(x0)

l

存在即可. 注意到
f(x0 + l)− f(x0)

l
=

∞∑
n=1

|x0 + l − an| − |x0 − an|
l · 2n

.
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且有 ∣∣∣∣ |x0 + l − an| − |x0 − an|
l · 2n

∣∣∣∣ ≤ |x0 + l − an − (x0 − an)|
|l|2n

=
1

2n
.

由由 Weierstrass 判别法知这个级数对 l 一致收敛. 从而有

lim
l→0

f(x0 + l)− f(x0)

l
=

∞∑
n=1

lim
l→0

|x0 + l − an| − |x0 − an|
l · 2n

=
∞∑

n=1

1

2n
|x− an|′x0

.

从而可导. 对于 x = ak，则
∞∑

n=1

|x− an|
2n

=
|x− ak|

2k
+ · · · ,

显然这一项在 ak 处不可导.

例题 31.6. 设 g(x) 及 fn(x) ≥ 0 在 [a, b] 可积，且对 ∀c ∈ (a, b), fn(x) ⇒ 0 在 [c, b] 上成立. 且
limn

∫ b

a
fn(x) = 1, lim

x→a+
g(x) = A. 证明：limn

∫ b

a
fn(x)g(x)dx = A.

证明 直接估计下式：∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)g(x)dx−A

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫ b

a

fn(x)(g(x)−A)dx
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣A
(∫ b

a

fn(x)dx− 1

)∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
∫ a+δ

a

fn(x)(g(x)−A)dx
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ b

a+δ

fn(x)(g(x)−A)dx
∣∣∣∣∣+ |A|ε

≤ ε

∫ b

a

fn(x)dx+ |b− a|ε+ |A|ε

< Kε.

在上式中，对 ∀ε > 0,∃δ > 0, 当 x ∈ (a, a+ δ) 时有

|g(x)−A| < ε.

同时存在 M > 0 使得

|g(x)|+ |A| < M.

又
∫ b

a
fn(x)dx → 1, 从而存在 N1，当 n > N1 时有∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(x)dx− 1

∣∣∣∣∣ < ε.

再由一致收敛性，存在 N2, 当 n > N2 时，有 |fn(x)| ≤
ε

M
,∀x ∈ [a+ δ, b].
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32 课堂笔记 (21): 初等函数的幂级数展开 (1)

2018 年 5 月 14 日

设 f(x) 在 (x0 − δ, x0 + δ) 上成立 f(x) =
∑

an(x− x0)
n, 则称 f(x) 在 x0 处可展成幂级数.

设 f(x) 在 x ∈ (−R,R) 时成立等式

f(x) =
∞∑

n=0

anx
n,

则首先我们有

f(0) = a0.

对于 ∀n ∈ N, 两边对 n 求导数后令 x = 0, 我们有

an =
f (n)(0)

n!
.

这告诉我们，如果 f(x) 能展开成幂级数，则一定是：

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn.

定义 32.1. 设函数 f(x)在 x = x0 处有任意阶导数，则称幂级数
∑ f(n)(x0)

n!
(x−x0)

n 为 f(x)在 x0 处

的泰勒级数.当 x0 = 0时就称为麦克劳林级数.如果在 x0 的某个邻域内成立 f(x) =
∑ f(n)(x0)

n!
(x−x0)

n,
则
∑ f(n)(x0)

n!
(x− x0)

n 称为 f(x) 在该邻域内的泰勒展式.

例题 32.1. 设函数 f(x) =

e−
1
x2 , x ̸= 0

0, x = 0
, 则 f(x) 在 R 上任意阶可导，但在 x = 0 的邻域内不

是实解析的.

证明 若能展开为幂级数，则在 x = 0 的某个邻域内有

f(x) =
∑ f (n)(0)

n!
xn ≡ 0.

这显然是不成立的.

定理 32.1. 若 f(x) =
∑ f(n)(x0)

n!
(x− x0)

n 在 (x0 −R, x0 +R) 上成立，则必有 an = f(n)(x0)
n!

. 也就
是说幂级数展开式是唯一的.

可以证明 f(x) 在 (x0 − δ, x0 + δ) 内有泰勒展式的充要条件是：当 n → ∞ 时，f(x) 的泰勒公式中

的余项 Rn(x) 趋于零.

例题 32.2. ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n+1xn

n
, x ∈ (−1, 1].

例题 32.3. ex =
∞∑

n=0

xn

n!
, x ∈ R.

例题 32.4. sinx =
∞∑

n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
, x ∈ R.
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例题 32.5. cosx =
∞∑

n=0

(−1)nx2n

(2n)!
, x ∈ R.

例题 32.6. (1 + x)a = 1 +
∞∑

n=0

a(a− 1) · · · (a− n+ 1)

n!
xn, x ∈ (−1, 1).

证明 若 a 为正整数，则由二项式定理知成立，下面设 a 不为正整数. 对于 ∀n ∈ N, 我们有积分
余项：

|Rn(x)| =
∣∣∣∣a(a− 1) · · · (a− n)

n!
a

∫ x

0

(1 + t)a−n+1(x− t)ndt
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣[a(a− 1) · · · (a− n)

n!
xn

]
a

∫ x

0

(1 + t)a−1 (x− t)n

xn(1 + t)n
dt
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣[a(a− 1) · · · (a− n)

n!
xn

]
a

∫ x

0

(1 + t)a−1dt
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣[a(a− 1) · · · (a− n)

n!
xn

]
[(1 + x)a − 1]

∣∣∣∣ .
其中我们利用了不等式 ∣∣∣∣ x− t

x(1 + t)

∣∣∣∣ ≤ 1, |x| < 1, t ∈ (0, x)/(x, 0).

显然当 |x| < 1 时，Rn(x) → 0. 下面讨论端点处的情况.
当 a > 0 时，由于 (1 + a)a 在 x = −1 处连续，将 −1, 1 代入幂级数后由 Raabe 判别法知都绝对收敛，
从而在 [−1, 1] 上成立.
当 a ≤ −1 时，通项不趋于零，因此在 x = 1 处不成立.
当 −1 < a < 0 时，可以由 Leibniz 判别法知在 x = 1 处成立，但在 x = −1 处没有定义，故不成立. 于
是我们有：

a ≤ −1 时，在 (−1, 1) 上成立；在 −1 < a < 0 时，在 (−1, 1] 上成立；当 a > 0 时，在 [−1, 1] 上

成立.

例题 32.7. arcsinx = x+
∞∑

n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!

x2n+1

2n+ 1
, x ∈ [−1, 1].

例题 32.8. (1 + x)
1
2 = 1 +

∞∑
n=1

(−1)n−1 (2n− 1)!!

(2n)!!

xn

2n− 1
, x ∈ [−1, 1].

若在上式令 x = t2 − 1, |t| ≤ 1, 则有

|t| =
∞∑

n=0

(
1
2

n

)
(t2 − 1)n.

且上述级数在 |t| ≤ 1 上一致收敛.Sn(t) =
n∑

k=0

( 1
2
n

)
(t2 − 1)k 为 t 的多项式.

也就是说，存在多项式 Pn(x) 使得 Pn(x) ⇒ |x|, |x| ≤ 1.

例题 32.9. 求 ln2(1 + x) 的麦克劳林展开.

解 我们有

ln(1 + x) =
∞∑

n=0

(−1)nxn+1

n+ 1
, x ∈ (−1, 1],
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则

ln2(1 + x) =

[
∞∑

n=0

(−1)nxn+1

n+ 1

]2
= x2

[
∞∑

n=0

(−1)nxn

n+ 1

]2

= x2

∞∑
n=0

cnx
n, x ∈ (−1, 1),

其中

cn = (−1)n
n∑

k=0

1

(k + 1)(n− k + 1)

=
(−1)n

n+ 2

n∑
k=0

(k + 1) + (n− k + 1)

(k + 1)(n− k + 1)

=
(−1)n

n+ 2

n∑
k=0

(
1

k + 1
− 1

n− k + 1

)

= 2
(−1)n

n+ 2

n∑
k=0

1

k + 1
.

因此

ln2(1 + x) = 2
∞∑

n=1

(−1)n+1

n+ 1

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)
xn+1, x ∈ (−1, 1).

可以证明当 x = 1 时也收敛，x = −1 时发散.

定理 32.2. 设级数 f(x) =
∑

anx
n, g(x) =

∑
bnx

n 的收敛半径为 R1, R2, R1 ≤ R2. 则幂级数的乘

积
∑

cnx
n 的收敛半径 R ≥ R1 且

∞∑
n=0

cnx
n =

∞∑
n=0

anx
n

∞∑
n=0

bnx
n, x ∈ (−R1, R1)
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33 课堂笔记 (22): 连续函数的多项式逼近

2018 年 5 月 16 日

定义 33.1. 设函数 f(x) 在区间 I 上定义，若对于 ∀ε > 0, 存在多项式 P (x), 使得对一切 x ∈ I,

有 |f(x)− P (x)| < ε, 则称 f(x) 在 I 上可被多项式逼近.

显然，f(x) 在 I 上可被多项式逼近的充要条件是存在多项式序列 {Pn(x)} 使得 Pn(x) ⇒ f(x), x ∈ I.

因此，若 f(x) 可被多项式逼近，则在 I 上必定连续.
可以证明，若 f(x) 在有限开区间 (a, b) 内可被多项式逼近，则 f(x) 必可以连续延拓到 [a, b]. 若 I

为无界区间，当 f(x) 不是多项式时，f(x) 在 I 上一定不能被多项式逼近.

定理 33.1 (Weierstrass 定理). 设 f(x) ∈ C[a, b], 则 f(x) 可被多项式逼近.

这个定理的证明比较复杂，见教材 P236.
下面补充两个定理.

定义 33.2. 设 A ⊂ C([a, b])，若满足 ∀f, g ∈ A ,∀c ∈ R，都有 f + g, cf, fg ∈ A , 则称 A 为一个

代数.

称 A 能分离 [a, b] 中的点，若 ∀x1, x2 ∈ [a, b], x1 ̸= x2,∃f ∈ A 使得 f(x1) ̸= f(x2).
称 A 有公共零点，若存在 x0 ∈ [a, b] 使得对 ∀f ∈ A 有 f(x0) = 0.

引理 33.1. 设 A ⊂ C([a, b]) 为一个代数，分离 [a, b] 中的点且没有公共零点. ∀x1, x2 ∈ [a, b], x1 ̸=
x2,∀c1, c2 ∈ R, 则存在 f ∈ A , 使得

f(x1) = c1, f(x2) = c2.

证明 若能找 f1(x1) = 0, f1(x2) = c2; f2(x1) = c1, f2(x2) = c2, 那么 f(x) = f1(x) + f2(x) 就是要

求的.
由分离性知，∃f ∈ A , 使得 f(x1) ̸= f(x2). 若 f(x1) = 0, 令 f1(x) =

c2
f(x2)

f, 若 f(x1) ̸= 0, 令

f1 = f − f(x1)

f3(x1)
f3.

补充 33.1 (Stone 定理). 设 A ⊂ C([a, b]) 为一个代数，分离 [a, b] 中的点且没有公共零点，则

C[a, b] 中的任何元素都可被 A 中的元素一致逼近. 即 ∀f ∈ C([a, b]),∀ε > 0，存在 P ∈ A , 使得对
∀x ∈ [a, b] 都有

|f(x)− P (x)| < ε.

证明 首先可以证明 |x| 能被多项式逼近，即 ∀ε > 0,∃ai 使得：∣∣∣∣∣|x| −
n∑

i=1

aix
i

∣∣∣∣∣ < ε, x ∈ [−M,M ].

任给 f ∈ C([a, b]), 取 M = max{|f(x)|}. 对 ∀t ∈ [a, b], 在上述中令 x = f(t), 就有：∣∣∣∣∣|f(t)| −
n∑

i=1

aif
i(t)

∣∣∣∣∣ < ε.
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若 f 能被 A 中的元素逼近，则
∑n

i=1 aif
i(t) 也能被 A 中元素逼近，|f | 也能被 A 中元素逼近. 记

B ⊂ C([a, b]) 表示能被 A 中元素逼近的全体. 对 ∀f, g ∈ B，则由

max{f, g} = max{f − g, 0}+ g =
f − g + |f − g|

2
+ g =

f + g + |f − g|
2

知 min{f, g} ∈ B. 从而对 f1, f2, · · · , fn ∈ B, 它们中的最大值和最小值都属于 B.

对 ∀f ∈ C([a, b]),∀ε > 0, 要证存在 g ∈ A , 使得

f − ε < g < f + ε.

对 ∀x, y ∈ [a, b], 构造 hy ∈ A，使得 (由引理) hy(x) = f(x), hy(y) = f(y). 故存在 y 的邻域 Uy 使得

∀t ∈ Uy

hy(t) < f(t) + ε.

那么这个邻域的集合构成 [a, b] 的一个开覆盖，从而存在有限多个邻域 y1, · · · , yn 覆盖之. 令 gx =

max{hy1
, · · · , hyn

} ∈ A ,∀t ∈ [a, b],∃i, 使得 t ∈ Uyi
且 gx(t) > f(t) − ε. 也就是，对 ∀ε > 0,∀x ∈

[a, b],∃gx ∈ A 使得

gx(t) > f(t)− ε, gx(x) = f(x).

存在 x 的邻域 Ux 使得 ∀t ∈ Ux

gx(t) < f(t) + ε.

取有限覆盖，再令 g 为其中的最小值即可.
记 Cp[0, 2π] 为 2π 周期的连续函数的全体.A = {sinx, cosx} 生成的代数, 其中的元素称为三角多

项式. 可以通过 Stone 定理的证明得出下面的定理：

定理 33.2 (Weierstrass). 以 2π 为周期的连续函数可被三角多项式逼近.

下面首先阐述一下等度一致连续的概念：

定理 33.3. 设 fn ∈ C[a, b], 且 {fn(x)} 在 [a, b] 上一致收敛，则 ∀ε > 0,∃δ > 0,∀x1, x2 ∈ [a, b], 只
要 |x1 − x2| < δ, 对 ∀n 都有

|fn(x1)− fn(x2)| < ε.

证明 假设 fn(x) ⇒ f(x). 从而 f(x) 在 [a, b] 上就是一致连续的. 对 ∀ε > 0, 存在 δ > 0, 使得

∀x1, x2 ∈ [a, b], 只要 |x1 − x2| < δ 就有 |f(x1)− f(x2)| <
ε

3
. 于是可以将 fn(x1)− fn(x2) 写为

fn(x1)− fn(x2) = fn(x1)− f(x1) + f(x1)− f(x2) + f(x2)− fn(x2).

另一方面只需要注意到 n 是有限的即可.
关于等度连续，还可以证明，若 {f ′

n(x)} 是一致有界的，则 {fn(x)} 是等度连续的.
下面就给出本节第二个定理：

定理 33.4 (Arzela-Ascoli). 设 fn(x) ∈ C[a, b], 若 {fn(x)} 一致有界且在 [a, b] 是等度连续的，则

{fn(x)} 有子列 {fnk
} 在 [a, b] 上一致收敛.

这个定理的证明从略.
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34 习题课笔记 (11)

例题 34.1. 求和
∞∑

n=1

n(n+ 1)xn.

解 显然收敛域为 (−1, 1).记 S(x) =
∑

n(n+1)xn, S(0) = 0.从而有
S(x)

x
=
∑

n(n+1)xn−1, x ∈
(−1, 1). 这样对左右进行两次积分 (右式可以逐项积分) 就有

S(x)

x
= h′′(x) =

[
∞∑

n=1

xn+1

]′′
=

2

(1− x)3
.

所以有 S(x) =
2x

(1− x)3
, x ∈ (−1, 1).

例题 34.2. 求 f(x) = ln(x+
√
1 + x2) 的麦克劳林展开.

解 求导得 f ′(x) = (1 + x2)−
1
2 = 1 +

∞∑
n=1

(−1)n
(2n− 1)!!

(2n)!!
x2n, x ∈ (−1, 1). 从而 f(x) = x +

∞∑
n=1

(−1)n
(2n− 1)!!

(2n)!!

x2n+1

2n+ 1
, x ∈ (−1, 1). 可以验证 x = ±1 时也收敛，从而收敛域为 [−1, 1].

例题 34.3. 设非常数函数 f(x) 在 (a, b) 内每一点都可以展成幂级数. 证明 f(x) 的零点集在 (a, b)

内没有聚点.

证明 设 x0 ∈ (a, b) 为 f(x) 的零点. 将 f(x) 在 x0 处展开有：

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + · · ·

由于 f(x0) = 0, 那么记 n 为第一个使得 f (n)(x0) 不为零的值，则

f(x) =
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + · · · = (x− x0)
n

(
f (n)(x0)

n!
+ · · ·

)
= (x− x0)

ng(x).

那么 g(x0) ̸= 0. 因而 g(x) 在 x0 附近没有零点. 又因为 (x− x0)
n 在 x0 附近没有零点，从而 f(x) 在 x0

附近只有这一个零点.

例题 34.4. 设函数 f(x) 在一个无穷区间上可被多项式逼近，证明 f(x) 必是一个多项式.

证明 假设可以被多项式逼近，也即存在多项式序列 {Pn(x)} 使得 Pn(x) ⇒ f(x). 因此，存在 N ,
当 n > N 时，|Pn(x)−PN (x)| < 1

2
, x ∈ R. 又 Pn(x)−PN (x) 是一个多项式且有界，那么它只能是常数，

即 |Pn(x)−PN (x)| = |an| <
1

2
.这样就存在子列 {ank

}使得 ank
→ a.这时候再在 Pnk

(x)−PN (x) = ank

中，令 k → ∞, 得到 f(x)− PN (x) = a. 所以 f(x) 就是一个多项式.

例题 34.5. 证明恒等式：
n∑

k=0

(
n
k

)
(k − nx)xk(1− x)n−k = 0.

证明 考虑

S(t) =
n∑

k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−ke(k−nx)t.
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我们有

S(t) =

(
n∑

k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−ketk

)
e−nxt = e−nxt

n∑
k=0

(
n

k

)
(xet)k(1− x)n−k = e−nxt(1− x+ xet)n.

从而 S′(0) = 0, S′′(0) = nx(1− x).

例题 34.6. 设函数 f(x) 在 [0, 1] 上连续，对每个正整数 n，定义

Bn(f, x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f(

k

n
)xk(1− x)n−k.

证明 Bn(f, x) ⇒ f(x), x ∈ [0, 1].

证明 对 ∀ε > 0,∃δ > 0, 当 | k
n
− x| < δ 时有 |f( k

n
)− f(x)| < ε. 其中有一些 k 满足上述条件，另

外一些 k 使得 | k
n
− x| ≥ δ. 并且存在 M > 0 使得 |f(x)| ≤ M. 我们有

|Bn(f, x)− f(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

(
n

k

)
f(

k

n
)xk(1− x)n−k − f(x)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

(
n

k

)
f(

k

n
)xk(1− x)n−k −

n∑
k=0

(
n

k

)
f(x)xk(1− x)n−k

∣∣∣∣∣
≤

n∑
k=0

(
n

k

) ∣∣∣∣f(kn)− f(x)

∣∣∣∣xk(1− x)n−k

= ε+

n∑
k=0

(
n

k

)
· 2M · xk(1− x)n−k

≤ ε+
2M

δ2

n∑
k=0

(
n

k

)
(
k

n
− x)2xk(1− x)n−k

= ε+
2M

δ2
x(1− x)

n

< 2ε.

上式第四个等号是将 k 分为那些使 | k
n
− x| < δ 和 | k

n
− x| ≥ δ 的部分.

例题 34.7. 若 f(x) =
∑

anx
n(an > 0) 且收敛半径为 ∞. 若

∑
ann! 收敛, 则

∫ +∞
0

e−xf(x)dx =∑
ann!.

证明 我们有
∫ +∞
0

e−xf(x)dx = lim
A→+∞

∫ A

0
e−x

∞∑
n=0

anx
ndx. 注意到如果求和和积分号、求和与

极限都可以交换顺序的话，就能变为
∞∑

n=0

an
∫ +∞
0

e−xxndx. 令 Hn =
∫ +∞
0

e−xxndx. 容易知道 Hn =

nHn−1 = n!H0 = n!. 那么我们只需要证明交换顺序是可以的, 也就是要证明：
∑

anx
n 对 x ∈ [0, A] 一

致收敛,
∑

an
∫ A

0
e−xxndx 对 A ∈ (0,+∞) 一致收敛.

第一个一致收敛是显然的, 因为收敛半径是无穷大. 对第二个，我们有

an

∫ A

0

e−xxndx ≤ ann!.

从而是成立的.
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35 课堂笔记 (23): 函数的傅里叶级数 (1)

形如
a0
2

+
∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx) 的级数称为 Fourier 级数. 可以将 Fourier 级数看成函数系

1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, · · · , cosnx, sinnx, · · ·

的一个线性组合, 这个函数系我们以后称之为基本三角函数系.
若 [a, b]上的可积函数 f(x), g(x)满足

∫ b

a
f(x)g(x)dx = 0，则称 f, g在 [a, b]上正交.称

∫ b

a
f(x)g(x)dx

为内积. 容易证明下面的结论：

1.
∫ π

−π
sinmx sinnxdx = 0, (m ̸= n);

2.
∫ π

−π
cosmx cosnxdx = 0, (m ̸= n);

3.
∫ π

−π
sinmx cosnxdx = 0.

这也即，基本三角函数系的任意两个不同的函数在长度为 2π 的任意区间上是正交的.
若 f(x) =

a0
2

+
∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx) 在 [−π, π] 上成立，且右边的级数一致收敛到 f(x). 显然

f(x) 此时是连续函数. 对它逐项积分，利用基本三角函数系的正交性得∫ π

−π

f(x) cos kxdx =

∫ π

−π

a0
2

cos kxdx+
∞∑

n=1

an

∫ π

−π

cosnx cos kxdx

+
∞∑

n=1

bn

∫ π

−π

sinnx cos kxdx

= πak.

因此有

ak =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos kxdx.

同理有

bk =
1

π

∫ π

−π

f(x) sin kxdx.

这告诉我们两点：

1. 若一个函数 f 可以展为 Fourier 级数且能逐项积分，则 Fourier 级数唯一;

2. 若一个函数 f 在 [−π, π] 可积，我们就可以计算出 an(n ≥ 0), bn(n ≥ 1).

将 an, bn 称为 f(x) 的 Fourier 系数，并称 a0
2

+
∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx) 为 f(x) 的 Fourier 级数, 记作

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx).

需要注意的是，这里只是 f(x) 与 Fourier 级数有关，而不是相等. 这是因为我们还不知道该 Fourier 级
数是否收敛于 f(x). 比如改变 f(x) 有限多个点的值，并不改变 an, bn 的值，设改变后的函数为 g(x)，

显然 f(x), g(x) 具有相同的 Fourier 级数，但是在这有限多个点，该 Fourier 级数显然不可能同时收敛
到 f(x), g(x).
但是对于连续函数 f(x) 而言，有下列结论：

86



定理 35.1. 设 f(x) 在 R 上连续，以 2π 为周期，且 f 的 Fourier 系数全为 0，则 f(x) 在 R 上恒
为 0.

证明 设 f(x)在 [−π, π]上不恒为 0,则在 (−π, π)内存在 x0，使得 f(x0) ̸= 0，不妨设 f(x0) > 0.
由 f 的连续性，存在 δ > 0 使得 x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) 时，有

f(x) >
f(x0)

2
= M0 > 0.

由于 f(x) 的 Fourier 系数全为 0，容易看出对于任何的三角多项式 T (x), 有∫ π

−π

f(x)T (x)dx = 0.

现在取定以下的三角多项式

T0(x0) = 1 + cos(x− x0)− cos δ,

显然存在 r > 1，对于 x ∈ (x0− δ
2
, x0+

δ
2
),有 T0(x0) ≥ r > 1.注意到当 x ∈ [x0−π, x0+π]\(x0−δ, x0+δ)

时，有 |T0(x)| ≤ 1. 对于 ∀n ∈ N，由于 Tn
0 (x) 是一个三角多项式，因此有∫ x0+π

x0−π

f(x)Tn
0 (x)dx =

∫ π

−π

f(x)Tn
0 (x)dx = 0.

另一方面，设 |f(x)| ≤ M, 则对于 ∀n, 我们有∣∣∣∣∣
∫ x0−δ

x0−π

f(x)Tn
0 (x)dx+

∫ x0+π

x0+δ

f(x)Tn
0 (x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ 2πM · 1n = 2πM.

而当 n → ∞ 时，我们有∫ x0+δ

x0−δ

f(x)Tn
0 (x)dx ≥

∫ x0+
δ
2

x0− δ
2

f(x)Tn
0 (x)dx ≥ M0r

nδ → +∞.

因此有 ∫ x0+π

x0−π

f(x)Tn
0 (x)dx → +∞.

矛盾. 证毕.

例题 35.1. 求 f(x) = x, x ∈ [−π, π) 的傅里叶级数.

解 将 f(x) 延拓到 R 上. 由于 sinnx 是奇函数，cosnx 是偶函数，因此 an = 0, n = 0, 1, · · · , 且

bn =
1

π

∫ π

−π

x sinnxdx =
2

π

∫ π

0

x sinnxdx

= (−1)n−1 2

n

因此

f(x) ∼
∞∑

n=1

(−1)n−1 2

n
sinnx, x ∈ [−π, π)

附注 严格来说，f(x) 只在 (−π, π) 上是奇函数，但由于改变 x = −π 一点的函数值不会改变 f(x) 的

Fourier 系数，因为不妨设 f(x) 在 [−π, π] 上是奇函数.
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例题 35.2. 设函数 f(x) =
π − x

2
, x ∈ [0, 2π). 求 f 的 Fourier 级数.

解 将 f 延拓之后可见 f 为奇函数，因此 an = 0. 有

bn =
2

π

∫ π

0

π − x

2
sinnxdx =

1

n
.

从而

f(x) ∼
∞∑

n=1

sinnx

n
, x ∈ [0, 2π)

附注 可以看出，当考察 f(x) 的奇偶性时，应结合其延拓后的图像.
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36 习题课笔记 (12)

例题 36.1 (thm). 设在 (−1, 1) 上，f(x) =
∑

anx
n, 且 limnan = 0. 若 limx→1−

∑
anx

n = S, 则∑
an 收敛到 S.

证明 我们作出下列的估计∣∣∣∣∣
n∑

k=0

ak − S

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

n∑
k=0

ak −
∞∑
k=0

akx
k

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∞∑
k=0

akx
k − S

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

ak(1− xk)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∞∑
k=n+1

akx
k

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∞∑
k=0

akx
k − S

∣∣∣∣∣
由于 limx→1−

∑
anx

n = S, 故对 ∀ε > 0, 存在 N1, 当 n ≥ N1 时∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

ak(1−
1

n
)k − S

∣∣∣∣∣ < ε.

则上式第一项有 ∣∣∣∣∣
n∑

k=0

ak(1− xk)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑
k=0

ak(1− x)(1 + x · · ·+ xk−1)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

n

n∑
k=0

k|ak|.

又由于 limnan = 0, 故由 Cauchy 命题知

|a1|+ 2|a2|+ · · ·+ n|an|
n

→ 0.

也就是存在 N2，当 n ≥ N2 时，有 ∣∣∣∣∣
n∑

k=0

ak(1− xk)

∣∣∣∣∣ < ε.

对于第二项： ∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

akx
k

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=n+1

|ak|xk ≤ 1

n

∞∑
k=n+1

k|ak|xk.

由条件知存在 N3, 当 n ≥ N3 时有 |nan| < ε. 故上式

≤ ε

n

∞∑
k=n+1

xk =
ε

n

xn+1

1− x
< ε.

附注 若把条件 limnan = 0 改为 an > 0，结论亦成立

例题 36.2. 设 Sn =
n∑

k=0

ak, σn =
s0 + s1 + · · ·+ sn−1

n
, 证明，若 {σn} 收敛，则 lim an

n
= 0；

f(x) =
∞∑

n=0

anx
n 在 (−1, 1) 上绝对收敛，且 f(x) = (1 − x)2

∞∑
n=0

(n + 1)σn+1x
n. 若 limσn = S, 则

limx→1− f(x) = S.

证明 (1). 我们有

an
n

=
Sn − Sn−1

n
=

[(n+ 1)σn+1 − nσn]− [nσn − (n− 1)σn−1]

n
.
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由此可推出结论.
(2). 只需要证收敛半径 ≥ 1 即可. 由 (1) 知，存在 N，当 n ≥ N 时有

∣∣∣an
n

∣∣∣ < 1, 即 |an| < n. 于是

lim n
√
|an| ≤ 1. 这就是收敛半径 R ≥ 1.

注意到
f(x)

1− x
=
∑

anx
n ·
∑

xn =
∑

Snx
n. 再进行一次就有

f(x)

(1− x)2
=
∑

(S0 + S1 + · · ·+ Sn)x
n.

这就是要证的.
(3). 由第二问可以知道

|f(x)− S| =

∣∣∣∣∣(1− x)2
∞∑

n=0

(n+ 1)σn+1x
n − S

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣(1− x)2
N0∑
n=0

(n+ 1)σn+1x
n + (1− x)2

∞∑
n=N0+1

(n+ 1)σn+1x
n − S

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣(1− x)2
N0∑
n=0

(n+ 1)σn+1x
n

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣(1− x)2
∞∑

n=N0+1

(n+ 1)σn+1x
n − (1− x)2

∞∑
n=N0+1

(n+ 1)Sxn

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣(1− x)2
∞∑

n=N0+1

(n+ 1)Sxn − S

∣∣∣∣∣
对上式第一项，有

I1 ≤ (1− x)2
N0∑
n=0

(n+ 1)|σn+1| → 0, x → 1− .

对于第二项，可以令

h(x) =
∞∑

n=N0+1

(n+ 1)xn =
xN0+1(N0 + 1−N0x)

(1− x)2
, x ∈ (−1, 1).

则

I2 ≤ 2ε.

对于第三项，也可以证明 < ε.

例题 36.3. 设 {yn(x)} 满足方程

d

dx
(p(x)

d

dx
yn(x)) = −λnyn(x), x ∈ [a, b].

且 n ̸= m 时，λn ̸= λm. 有边界条件 yn(a) = yn(b) = 0. 证明：{yn(x)} 为 [a, b] 上的正交系.

证明 L = d
dx
(p(x) d

dx
) 为一线性算子，−λn 为特征值，yn 为特征向量. 则

−λn

∫ b

a

yn(x)ym(x)dx =

∫ b

a

d

dx
(p(x)

d

dx
yn)ymdx.
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对上式进行分部积分可得

= −
∫ b

a

p(x)
dyn
dx

dym
dx

dx.

同理有

−λm

∫ b

a

yn(x)ym(x)dx = −
∫ b

a

p(x)
dyn
dx

dym
dx

dx.

从而有 ∫ b

a

yn(x)ym(x)dx = 0.

例题 36.4. 设 f(x) 有界，以 2π 为周期，并在 (−π, π) 上单调. 证明：an = O( 1
n
), bn = O( 1

n
).

证明 an = 1
π

∫ π

−π
f(x) cosnxdx = 1

π
f(−π)

∫ ξ

−π
cosnxdx+ 1

π
f(π)

∫ π

ξ
cosnxdx = 1

nπ
(f(−π) sinnξ−

f(π) sinnξ). 同理对 bn.
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37 课堂笔记 (24): 函数的 Fourier 级数 (2)、Fourier 级数的敛散性

2018 年 5 月 28 日

37.1 函数的 Fourier 级数

例题 37.1. 设函数 f(x) = x2, x ∈ [0, 2π), 求它的傅里叶级数.

解 先将它延拓，可以看出 f 不具有奇偶性. 由于 f(x) 的 Fourier 系数的积分中的被积函数均为
以 2π 为周期的函数，因此只需在一个长度为 2π 的区间来求之即可. 因此有

a0 =
1

π

∫ π

−π

f(x)dx =
1

π

∫ 2π

0

x2dx =
8

3
π2.

an =
1

π

∫ 2π

0

x2 cosnxdx

=
4

n2
, n = 1, 2, · · ·

bn =
1

π

∫ 2π

0

x2 sinnxdx

= −4π

n
, n = 1, 2, · · ·

因此，

f(x) ∼ 4π2

3
+ 4

∞∑
n=1

cosnx
n2

− 4π
∞∑

n=1

sinnx

n
.

若函数 f(x) 在 (a, b) 内有定义，而且它是一个在 [a, b] 上可积函数的限制，我们将称 f(x) 在 (a, b)

内可积. 设 f(x) 在 (0, π) 内可积，则我们可以将 ff(x) 延拓成 (−π, π) 中的奇函数 f̄(x)，然后再将它

延拓到 R 上，在这种情况下, f̄(x) 的 Fourier 系数中 an = 0，而 bn = 2
π

∫ π

0
f(x) sinnxdx. 因此

f(x) ∼
∞∑

n=1

bn sinnx.

此时我们称
∑∞

n=1 bn sinnx 为 f(x) 在 (0, π) 上的正弦级数.
同样地，我们可以先将 f(x) 延拓为 (−π, π) 上的偶函数 f̄(x)，再延拓到 R 上，此时为偶延拓。此

时 bn = 0 且 an = 2
π

∫ π

0
f(x) cosnxdx. 则

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑

n=1

an cosnx.

称 a0

2
+
∑∞

n=1 an cosnx 为余弦级数.

除此之外，设 f(x) 以 2T 为周期且在任何有限闭区间上可积，作自变量变换 x =
T

π
t, 则函数

F (t) = f(T
π
t) 以 2π 为周期. 设

F (t) ∼ a0
2

+
∑

(an cosnt+ bn sinnt)
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则将变量 t 换回 x 后得到 f(x) 的 Fourier 级数：

f(x) ∼ a0
2

+
∑

(an cosnπx
T

+ bn sinn
πx

T
).

其中

an =
1

T

∫ T

−T

f(x) cos nπ
T

xdx, bn =
1

T

∫ T

−T

f(x) sin nπ

T
xdx.

37.2 Fourier 级数的敛散性 (1)

如果周期函数 f(x) 在 [−π, π] 上可积，则可以形式地得到 Fourier 级数. 现在来考察傅里叶系数的
部分和序列

Sn(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

=
1

2π

∫ π

−π

f(u)du+
n∑

k=1

1

π

∫ π

−π

f(u)[cos kx cos ku+ sin kx sin ku]du

=
1

π

∫ π

−π

f(u)

[
1

2
+

n∑
k=1

cos k(u− x)

]
du

=
1

π

∫ π

−π

f(u)
sin(n+ 1

2
)(u− x)

2 sin u−x
2

du

=
1

π

∫ π

0

(f(x+ t) + f(x− t))
sin(n+ 1

2
)t

2 sin t
2

dt

我们直接使用

Sn(x) =

∫ π

−π

f(x+ t)
sin(n+ 1

2
)t

2π sin t
2

dt.

令 Dn(x) =
sin(n+ 1

2
)t

2π sin t
2

dt 称为 Dirichlet 核, 上述积分为 Dirichlet 积分.

现取定 x0 ∈ [−π, π]，我们来研究 f(x) 的傅里叶级数部分和序列 {Sn(x0)} 是否以 S0 为极限. 由于

Sn(x0)− S0 =

∫ π

0

(f(x0 + t) + f(x0 + t)− 2S0)Dn(t)dt

=

∫ π

0

f(x0 + t) + f(x0 + t)− 2S0

2π sin t
2

sin(n+
1

2
)tdt

=

∫ π

0

G(t) sin(n+
1

2
)tdt.

其中

G(t) =
f(x0 + t) + f(x0 + t)− 2S0

2π sin t
2

.

对上述积分我们观察出，当 n 很大，sin(n + 1
2
)t 的值随着 t 在 [0, π] 上的变化，不断在 x 轴的上下波

动. G(t) 是个常数的话，显然有 ∫ π

0

G(t) sin(n+
1

2
)tdt → 0.
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但它不是常数，却可积. 当 n → ∞ 时，则由 sin(n + 1
2
)t 在 x 轴上下不断波动，使得 G(t) sin(n + 1

2
)t

的积分不断相抵，因此上面的积分也应趋于零.
我们有下面的黎曼-勒贝格引理：

引理 37.1 (黎曼-勒贝格引理). 设 f(x) 在区间 [a, b] 上可积或有瑕点时绝对可积，则

lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x) sinλxdx = lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x) cosλxdx.

这个引理的证明见教材 P258.
现在回过头来考察以下等式：

Sn(x0)− S0 =

∫ π

0

f(x0 + t) + f(x0 + t)− 2S0

2π sin t
2

sin(n+
1

2
)tdt.

设 f(x) 在 [−π, π] 上可积或有瑕点时绝对可积，来看当 n → ∞ 时的变化情况.
在 t = 0 的某个邻域外，若 G(t) 没有瑕点显然是可积的，并且有瑕点时也绝对可积，因此由黎曼-勒贝
格引理有 ∫ π

δ

G(t) sin(n+
1

2
)tdt → 0.

所以当 n 趋于无穷时，Sn(x0) − S0 是否趋于 0 仅与 f(x0 ± t) 在 t = 0 附近的值有关，换句话说仅与

f(x) 在 x0 附近的值有关，因此我们有

定理 37.1 (黎曼局部化定理). 设周期为 2π 的函数 f(x) 在 [−π, π] 上可积或有瑕点时绝对可积，

则 f(x) 的傅里叶级数在 x0 ∈ [−π, π] 处的敛散性只与 f(x) 在 (x0 − δ, x0 + δ) 的值有关.

值得指出的是，一个函数 f(x) 的傅里叶系数是由 f(x) 与基本三角函数系中每个函数的乘积在

[−π, π] 上的积分得到. 换句话说，它们依赖于 [−π, π] 上 f(x) 的取值. 而以上定义却告诉我们，傅里叶
级数在 x0 处的敛散性只依赖于 f(x) 在 x0 的局部性质.
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38 课堂笔记 (25): 傅里叶级数的敛散性 (2)

2018 年 5 月 30 日

定理 38.1. 设 f, f1 为 2π 周期的函数，且在 [π, π] 上绝对可积. 对 x0 ∈ R，存在 δ > 0 使得当

|x− x0| < δ 时有 f(x) = f1(x)，则 f 与 f1 的 Fourier 级数同时敛散，且收敛到同一个和.

简证 只需利用黎曼局部化定理.
为了更容易地估计 Sn(x0) − S0, 我们注意到在 f(x) 的 Dirichlet 积分中被积函数的 2 sin t

2
可以用

t 代替. 换句话说，若 f(x) 在 [0, δ] 上可积或具有瑕点时绝对可积，则当 n → ∞ 时，下面两个积分具
有相同的敛散性，且收敛时具有相同极限.∫ δ

0

sin(n+ 1
2
)t

2 sin t
2

f(t)dt,

∫ δ

0

sin(n+ 1
2
)t

t
f(t)dt

对给定的 x0 ∈ [−π, π]，我们知道 f(x) 的 Fourier 级数在 x0 处收敛到 S0 的充要条件是：对充分

小的正数 δ，有

lim
n→∞

∫ δ

0

f(x0 + t) + f(x0 − t)− 2S0

t
sin(n+

1

2
)tdt = 0.

设 f(x) 在 x0 处可导，则有

lim
t→0

f(x0 + t)− f(x0)

t
= f ′(x0).

则 Sn(x0) → f(x0).

下面来引入分段可微的概念. 设函数 f(x) 在区间 [a, b] 上有定义，若存在 [a, b] 的分割

∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b,

使得 f(x) 仅以 xi 为第一类间断点，并且在 xi 处，存在推广的单侧导数，即

lim
h→0+

f(xi + h)− f(xi + 0)

h
= f ′

+(xi)

与

lim
h→0−

f(xi + h)− f(xi − 0)

h
= f ′

−(xi)

存在；而当 x ∈ (xi−1, xi) 时，f ′(x) 存在. 此时称 f(x) 在 [a, b] 上是分段可微的.

定理 38.2 (不知道叫什么名字的最常用定理). 设 f(x) 是周期为 2π 的函数，且在 [−π, π] 内分段

可微，则 f(x) 的傅里叶级数处处收敛到
f(x− 0) + f(x+ 0)

2
, 即

a0
2

+
∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx) =
f(x− 0) + f(x+ 0)

2
.

例题 38.1. f(x) = π−x
2

, 0 ≤ x < 2π. 其傅里叶级数

∞∑
n=1

sinnx

n
=


π − x

2
, 0 < x < 2π

0, x = 0, 2π
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对于 x0 ∈ [−π, π]，我们令

ϕ(t) = f(x0 + t) + f(x0 − t)− 2S0,

则 ϕ(t) 在 t = 0 附近的性质对 Fourier 级数的收敛起着至关重要的作用. 由 Riemann-Lebesgue 引理，

若要 Fourier 级数收敛到 S0，只要
ϕ(t)

t
在 t = 0 的邻域绝对可积即可. 因此我们有

定理 38.3 (Dini). 设 f(x) 是周期为 2π 的函数，在 [−π, π] 上可积或有瑕点时绝对可积，并且对

于 x0 ∈ [−π, π]，存在 δ > 0，使得 δ > 0，使得∫ δ

0

|ϕ(t)|
t

dt < +∞,

则 f(x) 的傅里叶级数在 x0 处收敛到 S0.
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39 习题课笔记 (13)

例题 39.1. 设 f(x) 以 2π 为周期，且满足 α > 0 阶的 Lipschitz 条件, 证明：an(bn) = O( 1
nα ).

证明 an = 1
π

∫ π

−π
f(x) cosnxdx = 1

π

∫ π−π
n

−π−π
n
f(t+ π

n
) cos(nt+ π)dt = − 1

π

∫ π

−π
f(t+ π

n
) cosntdt. 从

而有

2an =
1

π

∫ π

−π

(f(x)− f(x+
π

n
)) cosnxdx.

所以有

|2an| ≤
1

π

∫ π

−π

L(
π

n
)αdx = ...

bn 同理，从而得证.

例题 39.2. 求 f(x) =
r sinx

1− 2r cosx+ r2
, |r| < 1 的傅里叶级数.

解 法一：显然 f(x)为奇函数，所以只需要求 bn = 1
π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx. 设 z = eix = cosx+i sinx，

则 zn = cosnx+ i sinnx, z̄ = cosx− i sinx, cosx =
z + z̄

2
, sinx =

z − z̄

2i
. 于是

f(x) =
r
z − z̄

2i

1− 2r
z + z̄

2
+ r2

= ... =
1

2i
(

1

1− rz
− 1

1− rz̄
).

下面对两个分式 Taylor 展开，为

1

2i
(

∞∑
i=1

[(rz)n − (rz̄)n]) =
1

2

∞∑
i=1

rn2i sinnx =
∞∑

n=1

rn sinnx.

法二 (待定系数法)：我们考虑 1− r2

1− 2r cosx+ r2
= 1 +

∑
i anr

n. 然后将分母乘到右式

1− r2 = (1 +
∑
1

anr
n)(1− 2r cosx+ r2)

= 1− 2r cosx+ r2 +
∑
1

an(1− 2r cosx+ r2)rn

= 1− 2r cosx+ r2 +
∑
1

(anr
n − 2an cosxrn+1 + anr

n+2)

= 1− 2r cosx+ r2 +
∑
1

anr
n −

∑
2

2an−1 cosxrn +
∑
3

an−2r
n

= 1− 2r cosx+ r2 + a1r + a2r
2 − 2a1 cosxr2 +

∑
3

(an − 2an−1 cosx+ an−2)r
n

= 1 + (a1 − 2 cosx)r + (1 + a2 − 2a1 cosx)r2 +
∑
3

(an − 2an−1 cosx+ an−2)r
n.

从而解得，a1 = 2 cosx, a2 = 2 cos 2x, · · · , an = 2 cosnx. 从而就可以得到原式的幂级数展开.

例题 39.3. f(x) 以 2π 为周期且连续，设

Vn(x) =
(2n)!!

2π(2n− 1)!!

∫ π

−π

f(t) cos2n t− x

2
dt.

证明 Vn(x) ⇒ f(x), x ∈ [−π, π].

97



证明 首先对 Vn(x) 我们有：

Vn(x) =
(2n)!!

2π(2n− 1)!!

∫ π

−π

f(t) cos2n t− x

2
dt

=
(2n)!!

2π(2n− 1)!!

∫ π

−π

f(u+ x) cos2n u

2
dt

=
(2n)!!

π(2n− 1)!!

∫ π
2

−π
2

f(x+ 2y) cos2n ydy

再注意到：
(2n)!!

π(2n− 1)!!

∫ π
2

−π
2

cos2n ydy = 1,

从而有
(2n)!!

π(2n− 1)!!

∫ π
2

−π
2

f(x) cos2n ydy = f(x).

于是对 ∀ε > 0, 我们有

|Vn(x)− f(x)| ≤ (2n)!!

π(2n− 1)!!

∫ π
2

−π
2

|f(x+ 2y)− f(x)| cos2n ydy

≤ (2n)!!

π(2n− 1)!!
[

∫ δ

−δ

+

∫ −δ

−π
2

+

∫ π
2

δ

]

≤ ε+ 2M
(2n)!!

π(2n− 1)!!
cos2n δπ

2
· 2

≤ 3ε.

其中，当 y < δ 时有 |f(x+ 2y)− f(x)| < ε. 又由 f 的连续性知 |f(x)| ≤ M. 而且，我们可以证明上面

倒数第二式当 n 充分大的时候是小于 ε 的 (用数项级数收敛时通项趋于零即可).
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40 课堂笔记 (26): 傅里叶级数的敛散性 (3)

2018 年 6 月 4 日

定理 40.1 (Lipschitz). 设 f(x) 是周期为 2π 的函数，在 [−π, π] 上可积或有瑕点时绝对可积. 再设
f(x) 在 x0 处满足 Holder 条件：存在 L > 0, δ > 0 使得对于 t ∈ U(x0, δ) 有

|f(x0 + t)− f(x0)| ≤ L|t|α,

则 f(x) 的傅里叶级数在 x0 处收敛到 f(x0).

证明 由条件我们有
|f(x0 + t)− f(x0)|

t
≤ L

t1−α
.

由于 α > 0 我们就得到 ∫ δ

0

|ϕ(t)|
t

dt < +∞.

定理 40.2 (Dirichlet). 设 f(x) 为周期 2π 的函数，在 [−π, π] 可积或有瑕点时绝对可积，再设

x0 ∈ [−π, π] 不是瑕点，且存在 δ0 > 0 使得 f(x) 在 (x0 − δ0, x0) 及 (x0, x0 + δ0) 内分别单调，则 f(x)

的傅里叶级数在 x0 收敛到
f(x0 − 0) + f(x0 + 0)

2

证明 不妨设 f(x) 在 (x0, x0 + δ0) 内单调增. 由于∫ +∞

0

sin t

t
dt =

π

2
.

从而连续函数 G(x) =

∫ x

0

sin t

t
在 [0,+∞) 上有界. 由此，存在常数 M , 对任意的 0 ≤ t1 ≤ t2 有

∣∣∣∣∫ t2

t1

sin t

t
dt

∣∣∣∣ ≤ M.

由于单调性，对于 ∀ε > 0,∃0 < δ < δ0 使得当 0 < t < δ 时有

0 ≤ f(x0 + t)− f(x0 + 0) <
ε

2M
.

现在来估计积分： ∫ δ0

0

f(x0 + t)− f(x0 + 0)

t
sinλtdt

=

∫ δ

0

+

∫ δ0

δ

= I + J
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由 Riemann-Lebesgue 引理知 |J | < ε

2
. 对于积分 I，由定积分第二中值定理有：

|I| =

∣∣∣∣∣
∫ δ

0

f(x0 + t)− f(x0 + 0)

t
sinλtdt

∣∣∣∣∣
= |f(x0 + δ)− f(x0 + 0)|

∣∣∣∣∣
∫ δ

ξ

1

t
sinλtdt

∣∣∣∣∣
= |f(x0 + δ)− f(x0 + 0)|

∣∣∣∣∣
∫ λδ

λξ

sin t

t
dt

∣∣∣∣∣
<

ε

2

所以得证.
我们来总结一下，设 f(x) 是周期为 2π 的函数，若满足以下条件之一：

1. 在 [−π, π] 分段单调;

2. 在 [−π, π] 分段可微;

3. 满足 Dini 条件或 Lipschitz 条件.

则 ∀x ∈ [−π, π],f(x) 的傅里叶级数收敛到

f(x− 0) + f(x+ 0)

2
.

但是，连续函数的 Fourier 级数却不一定收敛到自身，比如下面的例子.

例题 40.1. 设 p > q ≥ 1, 且 tp,q(x) =
cos(p− q)x

q
+

cos(p− q + 1)x

q − 1
+ · · · + cos(p− 1)x

1
−

cos(p+ q)x

q
− · · · − cos(p+ 1)x

1
= 2 sin px

(
sin qx

q
+

sin(q − 1)x

q − 1
+ · · ·+ sinx

1

)
.

这个函数的 Fourier 级数在 0 处是发散到无穷的.
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41 课堂笔记 (27): 傅里叶级数的其他收敛性 (1)

41.1 连续函数的三角多项式一致逼近

首先我们说明，一个级数的 Cesaro 和比原级数有更好的收敛性. 于是将第 n+ 1 项的 Cesaro 和化
简为：

S∗
n(x) =

1

π

∫ π

−π

f(x+ t)Φn(t)dt.

其中

Φn(t) =
sin2 n+1

2
t

2(n+ 1) sin2 t
2

叫做费叶核. 显然有
1

π

∫ π

−π

Φn(t)dt = 1.

定理 41.1 (Weierstrass). 设 f(x) 是以 2π 为周期的连续函数，则存在三角多项式 Tn(x)，使得

∀ε >0, 存在 N ∈ N，当 n > N 时，对一切 x ∈ (−∞,+∞) 有

|f(x)− Tn(x)| < ε.

特别地，f(x) 的傅里叶级数部分和序列的 Cesaro 和在 [−π, π] 上一致收敛于 f(x).

例题 41.1. 设 f(x) 在 R 上连续且以 2π 为周期，再设 f(x) 的傅里叶级数处处收敛. 证明 f(x) 的

傅里叶级数必处处收敛于 f(x).

证明 设

f(x) ∼ a0
2

+
+∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx).

记 Sn(x) 为 Fourier 级数前 n 项和，S∗
n(x) 为第 n 项 Cesaro 和. 由于 f 的傅里叶级数处处收敛，因此

存在 R 上的函数 g(x) 使得对于 ∀x ∈ R 有

lim
n→∞

Sn(x) = g(x).

因此，对于 ∀x ∈ R 有
lim
n→∞

S∗
n(x) = g(x).

由极限的唯一性我们就知道 g(x) = f(x).

41.2 傅里叶级数的均方收敛

定义 41.1. 设函数 f(x), fn(x) 在区间 [a, b] 平方可积，并且满足

lim
n→∞

∫ b

a

[fn(x)− f(x)]2dx = 0.

则称函数序列 {fn(x)} 在 [a, b] 上均方收敛于 f(x).

显然，若 f(x) 平方可积，则 f(x) 在 [a, b] 上必定绝对可积.
对于 [a, b] 上的平方可积函数 f(x), g(x)：
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1. f(x)g(x) 在 [a, b] 上绝对可积;

2. f(x) + g(x) 在 [a, b] 上平方可积.

记 L2(0, 2π) 为 [0, 2π] 上所有平方可积函数的集合. 现在 ∀f, g ∈ L2，则定义

(f, g) =

∫ 2π

0

f(x)g(x)dx.

我们有 Schwarz 不等式:
|(f, g)| ≤ |f | · |g|.

随之可以得到 Minkowski 不等式：
|f + g| ≤ |f |+ |g|.

引理 41.1. 设 f ∈ L2, 则

(f(x)− an cosnx, cosnx) = 0.

引理 41.2. 设 Sn(x) 为 f(x) 的傅里叶级数前 n 项和，Tn(x) 为任意三角多项式，则

(f(x)− Sn(x), Tn(x)) = 0.

定理 41.2 (傅里叶级数最佳逼近). 设 f 在 [−π, π] 上平方可积，则对任何 n 阶三角多项式 Tn(x)，

成立

|f(x)− Sn(x)| ≤ |f(x)− Tn(x)|.

证明 |f − Tn|2 = |f − Sn + Sn − Tn|2 = |f − Sn|2 + |Sn − Tn|2.
对于最佳逼近，有结论：

|f − Sn+1| ≤ |f − Sn|.

定理 41.3. 设 f(x) 在 [−π, π] 上平方可积，则对 f(x) 的傅里叶级数部分和序列，有

|f(x)− Sn(x)| → 0.

定理 41.4 (Parseval). 设 f(x) 在 [−π, π] 上平方可积，则有

a20
2

+
∞∑

n=1

(a2n + b2n) =
1

π

∫ π

−π

f2(x)dx.

证明 由上述定理知，∀ε > 0,∃N, 当 n > N 时，有

1

π

∫ π

−π

[f(x)− Sn(x)]
2dx < ε,

因此我们有

0 ≤ 1

π

∫ π

−π

f2(x)dx−

[
a20
2

+
n∑

n=1

(a2n + b2n)

]
=

1

π

∫ π

−π

[f(x)− Sn(x)]
2dx < ε.

我们知道，并不是任意一个三角级数都是某个平方可积函数的傅里叶级数.
设 f(x), g(x) 都是平方可积函数，且都有傅里叶级数，则成立：

1

π

∫ π

−π

f(x)g(x)dx =
a0α0

2
+

∞∑
n=1

(anαn + bnβn).

这可以从 f + g, f − g 的 Parseval 等式相减得到.
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42 习题课笔记 (14)

例题 42.1. 设函数 f(x) 在 R 上只有有限个第一类间断点，且以 2π 为周期，再设 f(x) 的傅里叶

级数处处收敛. 证明 f(x) 的傅里叶级数必处处收敛于 f(x).

例题 42.2. 设 f(x) 是以 2π 为周期的连续函数,Sn(x) 是其傅里叶级数的前 n 项和，gn(x) =∫ π

−π
cos(x−u)√
1+sin2(x+u)

Sn(u)du. 证明：

1. 存在与 x 和 n 无关的 K > 0 使得 |gn(x)| ≤ K.

2. 当 n → +∞ 时，gn(x) ⇒
∫ π

−π
cos(x−u)√
1+sin2(x+u)

f(u)du.

证明 (1). 利用 Cauchy 不等式，我们有：

|gn(x)| ≤

√∫ π

−π

cos2(x− u)

1 + sin2(x+ u)
du

√∫ π

−π

S2
n(u)du ≤

√
2πM.

这是因为 ∥Sn(x)∥ 有界.
(2). 两式相减我们有 ∣∣∣∣∫ π

−π

cos(x− u)

1 + sin(x+ u)
(f(u)− Sn(u))du

∣∣∣∣ ≤ √
2π∥Sn − f∥ → 0.

例题 42.3. 将周期为 2π的函数 f(x) = 1
4
x(2π−x), x ∈ [0, 2π]展开为傅里叶级数.并求

∑
1
n2 ,
∑

1
n4 .

解 可以求得

f(x) =
π2

6
−

∞∑
n=1

cosnx
n2

.

令 x = 0 可以求得
∑ 1

n2
=

π2

6
. 接下来利用 Parseval 等式有：

1

π

∫ 2π

0

f2(x)dx =
a20
2

+
∞∑

n=1

a2n.

从而得到
∑ 1

n4
=

π4

90
.

例题 42.4. 求 ln | sin x
2
| 的傅里叶展开.

解 a0 = −2 ln 2. 下面来计算 an:

an =
1

π

∫ π

−π

ln | sin t

2
| cosntdt

=
2

π

∫ π

0

ln | sin t

2
| cosntdt

=
4

π

∫ π
2

0

ln | sinx| cos 2nxdx

− 1

2n

4

π

∫ π
2

0

cosx sin 2nx

sinx
dx

− 2

nπ

∫ π
2

0

sin(2n+ 1)x+ sin(2n− 1)x

2 sinx
dx

= − 1

n
.
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例题 42.5. 设 f ∈ C1[0, 2π], f(0) = f(2π) = 0,
∫ 2π

0
f(x) = 0. 证明：∫ 2π

0

[f ′(x)]2dx ≥
∫ 2π

0

[f(x)]2dx.

证明 f, f ′ 都满足 Parseval 等式，且导数的傅里叶系数 a′n, b
′
n 和 f 的傅里叶系数 an, bn 有关系：

a′n = nbn, b
′
n = −nan.

所以结论就显然了.

例题 42.6. 1. 求函数 f(x) = cos ax 在 (−π, π), 0 < a < 1 的傅里叶级数，并指出其和函数;

2. 证明 π

sin aπ
=

1

a
+
∑∞

n=1(−1)n
2a

a2 − n2
;

3. 令 a =
x

π
, 证明

∫ +∞
0

sinx

x
=

π

2
.

证明 (1).

f(x) =
sin aπ

π

(
1

a
+

∞∑
n=1

(−1)n2a

a2 − n2
cosnx

)
.

(2). 令 x = 0 得证.
(3). 将 a =

x

π
代入得到：

1

sinx
=

1

x
+

∞∑
n=1

(−1)n2x

x2 − n2π2
.

从而有

1 =
sinx

x
+

∞∑
n=1

(−1)n2x sinx

x2 − n2π2
.

然后在 [0, π] 上积分得到：

π =

∫ π

0

sinx

x
dx+

∫ π

0

∞∑
n=1

(−1)n2x sinx

x2 − n2π2
dx

=

∫ π

0

sinx

x
dx+

∞∑
n=1

∫ π

0

(−1)n2x sinx

x2 − n2π2
dx

=

∫ π

0

sinx

x
dx+

∞∑
n=1

∫ π

0

sin(x− nπ)

(
1

x− nπ
− 1

x+ nπ

)
dx

=

∫ +∞

−∞

sinx

x

从而就得到了证明.
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43 课堂笔记 (28): 傅里叶级数的其他收敛性 (2)

2018 年 6 月 11 日

定理 43.1. 设函数 f(x) 以 2π 为周期，且可导，且 f ′(x) 在 [−π, π] 上可积，则 f(x) 的傅里叶级

数在 R 上一致收敛到 f(x).

证明 设 f(x) 的 Fourier 级数为

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

f ′(x) 的傅里叶级数为

f ′(x) ∼ a′0
2

+
∞∑

n=1

(a′n cosnx+ b′n sinnx).

我们有

a′0 = 0

a′n = nbn

b′n = −nan

从而对于 ∀N ∈ N, 有
N∑

n=1

(|an|+ |bn|) =
N∑

n=1

|a′n|+ |b′n|
n

≤

[
N∑

n=1

a′2n + b′2n

] 1
2
(

N∑
n=1

2

n2

) 1
2

<

[
1

π

∫ π

−π

(f ′(x))2dx
] 1

2
(
π2

3

) 1
2

因此 Fourier 级数绝对一致收敛.

定理 43.2. 设 f(x) 以 2π 为周期，f ′′(x) 存在且可积，设 f 的傅里叶级数为

f(x) =
a0
2

+
∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

则

f ′(x) =
∞∑

n=1

(nbn cosnx− nan sinnx).

定理 43.3. 设函数 f(x) 在 [0, 2π] 可积且以 2π 为周期，设

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

则 ∫ x

0

f(t)dt =
a0
2
x+

∞∑
n=1

[
an
n

sinnx+
bn(1− cosnx)

n

]
.
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证明 对于 x ∈ [0, 2π], 作

g(t) =


π

2
, t = 0, x;

π, t ∈ (0, x);

0, t ∈ (x, 2π)

设 g(x) 的 Fouier 级数为 α0

2
+
∑∞

n=1(αn cosnx+ βn sinnx), 则有：

α0 = x,

αn =
sinnx

n
,

βn =
1− cosnx

n

由关于 f(t) 和 g(t) 的 Parseval 等式得

1

π

∫ x

0

πf(t)dt =
a0
2
x+

∞∑
n=1

[
an
n

sinnx+
bn(1− cosnx)

n

]
, x ∈ [0, 2π].

例题 43.1 (等周问题). 给定一长为 L 的封闭曲线，何时围成的面积最大?

解 假设曲线为

x = φ(s)

y = ϕ(s)
, 其中 s 为弧长参数，也即 φ′2(s) + ϕ′2(s) = 1. 设 φ, ϕ 的 Fourier

级数为：

φ(s) ∼ a0
2

+ ...

ϕ(s) ∼ α0

2
+ ...

则

φ′(s) ∼
∞∑
i=1

(nbn cosnx− nan sinnx)

ϕ′(s) ∼
∞∑
i=1

(nβn cosnx− nαn sinnx)

曲线围成的面积为：

S =

∫ 2π

0

xdy =

∫ 2π

0

φ(s)ϕ′(s)ds = nπ

(
∞∑

n=1

anβn − bnαn

)
.

另一方面有
1

π

∫ 2π

0

[φ′2(s) + ϕ′2(s)]ds = 2 =
∞∑

n=1

n2(a2n + b2n + α2
n + β2

n).

从而有：

n2(a2n + b2n + α2
n + β2

n)− 2n(anβn − bnαn) = (nan − βn)
2 + (nbn + αn)

2 + (n2 − 1)(α2
n + β2

n) ≥ 0.

对上式求和就有

nπ

(
∞∑

n=1

anβn − bnαn

)
≤ π

2

∞∑
n=1

n2(a2n + b2n + α2
n + β2

n) = π.

等号成立当且仅当

an = bn = αn = βn = 0,∀n ≥ 2;α1 = −b1, β1 = a1.
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44 课堂笔记 (29): 复数形式的傅里叶级数

我们知道 Euler 公式：
eix = cosx+ i sinx.

故

cosnx =
einx + e−inx

2
, sinnx =

einx − e−inx

2i
.

现在设 f 为 2π 周期的可积函数，它的傅里叶级数为

a0
2

+
∞∑

n=1

(
an

einx + e−inx

2
+ bn

einx − e−inx

2i

)
=

a0
2

+
∞∑

n=1

(
an − ibn

2
einx +

an + ibn
2

e−inx

)
.

令 cn =
an − ibn

2
, 则上式等于

+∞∑
n=−∞

cne
inx. 而且我们还有

cn =
an − ibn

2
=

1

2π

(∫ 2π

0

f(x) cosnxdx− i

∫ 2π

0

f(x) sinnxdx
)

=
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−inxdx

则 f(x) 的的 Fourier 级数的复数形式为

f(x) =
∑

cne
inx.
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