
关于欧拉函数 ϕ 的一些结论和性质

本文内容选自《数论概论》(Joseph H.Silverman)
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1 问题的提出

为了提出这个问题，我们首先需要承认费马小定理：如果 p 是素数且 p ∤ a, 则 ap−1 ≡ 1 (mod p). 定理的

证明从略. 现在我们要问的是，是否有依赖模 m 的指数使得

a??? ≡ 1 (mod m).

首先，观察到：如果 gcd(a,m) > 1，则这是不可能的，因为若 ak ≡ 1 (mod m)，则对某个整数 y : ak = 1+my,

所以 gcd(a,m) 整除 ak −my = 1，这得到了矛盾. 但这提示我们观察与 m 互素的数的集合：

{a : 1 ≤ a ≤ m, gcd(a,m) = 1}.

现在我们记 ϕ(m) = #{a : 1 ≤ a ≤ m, gcd(a,m) = 1}. 这个函数 ϕ 就叫做欧拉函数. 显然我们可以得到它
的一条简单性质：

性质 1. 若 p 是素数，则 ϕ(p) = p− 1.

然后我们有下面非常重要的性质：

性质 2 (欧拉公式). 如果 gcd(a,m) = 1, 则

aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

为了证明这个结论，我们令

1 ≤ b1 < b2 < · · · < bϕ(m) < m

是 0 与 m 之间且与 m 互素的 ϕ(m) 个整数. 则我们可以证明下面的引理:
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引理 1. 如果 gcd(a,m) = 1, 则数列

b1a, b2a, · · · , bϕ(m)a (mod m)

与数列

b1, b2, · · · , bϕ(m) (mod m)

相同，尽管它们次序不同.

注意到如果 b,m 互素，则 ab,m 互素，从而数列

b1a, b2a, · · · , bϕ(m)a (mod m)

中的每个数同余于数列

b1, b2, · · · , bϕ(m) (mod m)

中的一个数. 进而，每个数列都有 ϕ(m) 个数. 因此，如果能够证明第一个数列中的数对于模 m 不同，则就得

到两个数列相同.
假设从第一个数列中取两个数 bja, bka，并且同余，

bja ≡ bka (mod m).

则 m | (bj − bk)a.但是 a,m互素，从而 m | bj − bk.另一方面，bj , bk 之差不超过 m−1，这说明只能是 bj = bk.
那也就是第一个数列中的数模 m 不同，这就完成了引理的证明.
使用上述引理可以完成欧拉公式的证明. 引理说明这两个数列是相同的，所以，第一个数列中的数的乘积

等于第二个数列中的数的乘积：

(b1a) · (b2a) · · · (bϕ(m)a) ≡ b1 · b2 · · · bϕ(m) (mod m).

于是得到

aϕ(m)B ≡ B (mod m), B = b1b2 · · · bϕ(m).

最后由于每个 bi 与 m 互素，于是 B 与 m 互素. 消去两边的 B 就得到了欧拉公式.

2 欧拉函数与中国剩余定理

下面给出欧拉函数的另外两个重要性质：

性质 3 (欧拉函数公式). 1. 如果 p 是素数且 k ≥ 1, 则 ϕ(pk) = pk − pk−1.

2. 如果 gcd(m,n) = 1, 则 ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n).

考虑两个集合，第一个集合是

{a : 1 ≤ a ≤ mn, gcd(a,mn) = 1}.

显然，这个集合包含 ϕ(mn) 个元素. 第二个集合是

{(b, c) : 1 ≤ b ≤ m, gcd(b,m) = 1; 1 ≤ c ≤ n, gcd(c, n) = 1}.

那么这个集合一共有 ϕ(m)ϕ(n) 个元素.

2



现在取第一个集合的每个元素，将它与第二个集合的序对对应.这指的是取第一个集合的整数 a并把它指

派到序对 (b, c) 且满足：

a ≡ b (mod m), a ≡ c (mod n).

那么我们现在就要证明下面两个陈述是正确的：

1. 第一个集合的不同数对应第二个集合的不同序对 (单射)；

2. 第二个集合的每个序对适合第一个集合的某个数 (满射).

要验证 1，我们取第一个集合的两个数 a1, a2，假设它们在第二个集合中有相同的象. 这意味着

a1 ≡ a2 (mod m), a1 ≡ a2 (mod n).

因此 a1 − a2 被 m,n 整除，而 m,n 互素，因此 a1 − a2 一定被 mn 整除，即

a1 ≡ a2 (mod mn).

这表明 a1, a2 是第一个集合中的相同元素.
要验证 2，需要证明对 b, c 的任何已知值，至少可求得一个整数 a 满足

a ≡ b (mod m), a ≡ c (mod n).

而实际上，这就是中国剩余定理的结论. 我们先来证之.

定理 1 (中国剩余定理). 设 m,n 为互素的整数，b, c 为任意整数. 则同余式组

a ≡ b (mod m), a ≡ c (mod n)

恰有一个解 0 ≤ x < mn.

由解第一个同余式 x ≡ b (mod m) 开始，其解由形如 x = my + b 的所有数组成，代入第二个同余式得

my ≡ c− b (mod n).

已知 gcdm,n = 1，由线性同余式定理知恰有一个解 y1 : 0 ≤ y1 < n. 则

x1 = my1 + b

给出了原来同余式的解，这是唯一解 0 ≤ x1 < mn. 从而完成了欧拉函数公式的证明.

3 欧拉函数与因数和

我们定义 σ(n) = n 的所有因数之和 (包括 1 与 n). 仿照欧拉函数，可以证明若 gcd(m,n) = 1, 则

σ(mn) = σ(m)σ(n).

再定义 F (n) = ϕ(d1) + ϕ(d2) + · · ·+ ϕ(dr), d1, d2, · · · , dr 为 n 的因数. 下面首先来证明一个引理：

引理 2. 如果 gcd(m,n) = 1, 则 F (mn) = F (m)F (n).

设 d1, d2, · · · , dr 为 n 的因数且 e1, e2, · · · , es 为 m 的因数.m,n 互素的事实揭示了 mn 的因数恰好是各

种乘积 diej , 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s. 进而，每个 di 和每个 ej 互素，所以 ϕ(diej) = ϕ(di)ϕ(ej). 我们计算

F (mn) =
r∑

i=1

s∑
j=1

diej =
r∑

i=1

di ·
s∑

j=1

ej = F (m)F (n).

利用该引理，可以证明欧拉函数的下述求和公式：

3



定理 2 (欧拉函数求和公式). 设 d1, d2, · · · , dr 是 n 的因数，则

ϕ(d1) + ϕ(d2) + · · ·+ ϕ(dr) = n.

设 F (n) = ϕ(d1) + ϕ(d2) + · · ·+ ϕ(dr). 容易证明对素数 p 有 F (pk) = pk. 现在将 n 分解为素数幂的乘积，

比如 n = pk1
1 pk2

2 · · · pkr
r . 于是就有

F (n) = F (pk1
1 pk2

2 · · · pkr
r )

= F (pk1
1 )F (pk2

2 ) · · ·F (pkr
r )

= pk1
1 pk2

2 · · · pkr
r

= n.

4 欧拉函数的其他性质

性质 4. 假设 p1, p2, · · · , pr 是整除 m 的不同素数, 那么

ϕ(m) = m

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·

(
1− 1

pr

)
.

对 m 进行分解：m = pk1
1 pk2

2 · · · pkr
r . 那么

ϕ(m) = ϕ(pk1
1 pk2

2 · · · pkr
r )

= ϕ(pk1
1 )ϕ(pk2

2 ) · · ·ϕ(pkr
r )

= (pk1
1 − pk1−1

1 ) · (pk2
2 − pk2−1

2 ) · · · (pkr
r − pkr−1

r )

= pk1
1 pk2

2 · · · pkr
r

(
1− 1

p1

)
· · ·

(
1− 1

pr

)
= m

(
1− 1

p1

)
· · ·

(
1− 1

pr

)
性质 5. 如果 n 是奇数，则 ϕ(2n) = ϕ(n); 若 n 是偶数，则 ϕ(2n) = 2ϕ(n).

性质 6. ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n) · d

ϕ(d)
, d = gcd(m,n).

性质 7. ϕ(lcm(m,n)) · ϕ(gcd(m,n)) = ϕ(m) · ϕ(n).

5 参考文献
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