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1 线性方程组

1.1 Guass-Jordan 算法

定理 1.1.1. 增广矩阵 初等行变换−−−−−−→ 阶梯形矩阵
初等行变换−−−−−−→ 简化行阶梯形矩阵

判断是否有唯一解−−−−−−−−−→ 唯一解 (一般
解).

1.2 线性方程组解的情况及其判别准则

定理 1.2.1. n 元线性方程组的解的情况有且只有三种：无解、有唯一解、有无穷多解。把 n 元线性方

程组的增广矩阵经过初等行变换化成阶梯形矩阵，如果相应的阶梯形方程组出现 “0 = d” (其中 d 为非

零数) 这样的方程，则原方程组无解；否则有解。当有解时，如果阶梯形矩阵的非零行数目 r 等于未知

量数目 n，则原方程有唯一解，否则有无穷多解.

结论 1.2.1. n 元齐次线性方程组有非零解的充要条件是：系数矩阵经过初等行变换化成阶梯形矩阵中，

非零行数目 r<n.

结论 1.2.2. 如果 n 元齐次线性方程方程数目 s<n，那么它一定有非零解，从而有无穷多解.

1.3 数域

结论 1.3.1. 任一数域都包含有理数域.

注：我们的讨论都建立在某一个数域 K 上.

2 行列式

2.1 n 元排列

定理 2.1.1. 对换改变 n 元排列的奇偶性.

定理 2.1.2. 任一 n 元排列与排列 123 . . . n 可以经过一系列对换互变，并且所做对换的次数与这个 n
元排列有相同的奇偶性.

2.2 n 阶行列式的定义

定义 2.2.1.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡

∑
j1j2...jn

(−1)τ(j1j2...jn)a1j1a2j2 . . . anjn ,这叫做 n 阶行列式的完全展开式.

结论 2.2.1. 当 n ≥ 2 时，如果 n 级矩阵 A 的元素为 1 或 −1，则 |A| 必为偶数.
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2.3 行列式的性质

定理 2.3.1. 行列互换转置，行列式的值不变.

定理 2.3.2. 行列式一行的公因子可以提出去.

定理 2.3.3. 行列式中若有某一行是两组数的和，则此行列式等于两个行列式的和.

定理 2.3.4. 两行互换，行列式反号.

定理 2.3.5. 两行相同，行列式的值为 0.

定理 2.3.6. 两行成比例，行列式的值为 0.

定理 2.3.7. 把一行的倍数加到另一行上，行列式的值不变.

结论 2.3.1. AT(i; j) = A(j; i).

结论 2.3.2. 如果 A
初等行变换−−−−−−→ B，那么 |B| = l|A|，其中 l 是某个非零数. 也就是初等行列变换不改变

行列式的非零性.

2.4 行列式按一行 (列) 展开

定理 2.4.1. n 阶行列式 |A| 等于它的第 i 行 (列) 元素与自己的代数余子式的乘积之和，即

|A| = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · · ainAin =
n∑

j=1

aijAij

.

定理 2.4.2. n 阶行列式 |A| 的第 i 行 (列) 元素与第 k 行 (列) 相应元素的代数余子式的乘积之和等于
零，和定理2.4.1一起可以写成：

n∑
j=1

aijAkj =

|A| , k = i

0 , k ̸= i

n∑
i=1

aijAil =

|A| , j = l

0 , j ̸= l

2.5 Cramer 法则

定理 2.5.1. n 个方程的 n 元线性方程组，如果它的系数行列式 |A| ̸= 0，则它有唯一解 (这也是充要条
件)；如果 |A| = 0，则它无解或无穷多解.

结论 2.5.1. n 个方程的 n 元齐次线性方程组只有零解的充要条件是它的系数行列式不等于零，有非零

解的充要条件是系数行列式等于 0.

定理 2.5.2. n 个方程的 n 元线性方程组的系数行列式 |A| ̸= 0 时，它的唯一解是:(
|B1|
|A|

,
|B2|
|A|

, . . . ,
|Bn|
|A|

)T
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2.6 行列式按 k 行 (列) 展开

定理 2.6.1. 在 n阶行列式 |A|中，取定 k 行 (列)：第 i1, i2, . . . , ik 行 (列)(i1 < i2 < . . . < ik, 1 ≤ k < n)，
则这 k 行 (列) 元素形成的所有 k 阶子式与它们自己的代数余子式的乘积之和等于 |A|. 即

|A| =
∑

1≤j1<j2<...<jk≤n

A

(
i1, . . . , ik

j1, . . . , jk

)
(−1)(i1+...+ik)+(j1+...+jk)A

(
i
′

1, . . . , i
′

n−k

j
′

1, . . . , j
′

n−k

)

2.7 本章补充

结论 2.7.1. 设 n ≥ 2，元素为 1 或 −1 的 n 阶行列式的值可以被 2n−1 整除.

结论 2.7.2.

Dn =



a b 0 0 . . . 0 0 0

c a b 0 . . . 0 0 0
...

...
0 0 0 0 . . . c a b

0 0 0 0 . . . 0 c a


=


αn+1
1 − βn+1

1

α1 − β1

, a2 ̸= 4bc

(n+ 1)
an

2n
, a2 = 4bc

其中 α1 = cα, β1 = cβ, α, β 是方程 x2 − a
c
x+ b

c
= 0 的两个根.

3 n 维向量空间

3.1 n 维向量空间及其子空间

定义 3.1.1. Kn 的一个非空子集 U 如果满足：

1. α, γ ∈ U =⇒ α+ γ ∈ U ;

2. α ∈ U, k ∈ K =⇒ kα ∈ U ,

则称 U 是 kn 的一个线性子空间，简称为子空间。

结论 3.1.1. 数域 k 上 n 元线性方程组 x1α1 + x2α2 + . . .+ xnαn = β 有解

⇐⇒ β 可以由 α1, α2, . . . , αn 线性表出

⇐⇒ β ∈< α1, α2, . . . , αn >

3.2 线性相关与线性无关的向量组

定义 3.2.1. Kn 中向量组 α1, . . . , αs 称为线性相关的，如果有 K 中不全为零的数 k1, . . . , ks，使得

k1α1 + . . .+ ksαs = 0

.

定义 3.2.2. Kn 中向量组 α1, . . . , αs 称为线性无关的，如果能从

k1α1 + . . .+ ksαs = 0

推出所有系数全为 0.
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结论 3.2.1. 如果向量组的一个部分组线性相关，那么整个向量组也线性相关；如果向量组线性无关，那
么它的任何一个部分组也线性无关.

结论 3.2.2. 如果向量组线性无关，那么它的延伸组也线性无关；如果向量组线性相关，那么它的缩短
组也线性相关.

定理 3.2.1. 设向量组 α1, . . . , αs 线性无关，则向量 β 可以由 α1, . . . , αs 线性表出的充要条件是

α1, . . . , αs, β 线性相关.

结论 3.2.3. 设向量组 α1, . . . , αs 线性无关，则向量 β 不可以由 α1, . . . , αs 线性表出的充要条件是

α1, . . . , αs, β 线性无关.

结论 3.2.4. Kn 中任意 n+ 1 个向量都线性相关.

定理 3.2.2. Steinitz 替换定理 设 α1, . . . , αs 线性无关，并且可由向量 β1, . . . , βt 线性表出，则 s ≤ t，并

且可以用向量 α1, . . . , αs 替换向量 β1, . . . , βt 中某 s个向量，替换后得到的向量组与原向量组 β1, . . . , βt

等价.

3.3 极大线性无关组，向量组的秩

定理 3.3.1. 向量组与它的极大线性无关组等价.

定理 3.3.2. 向量组的任意两个极大线性无关组等价.

定理 3.3.3. 设向量组 β1, . . . , βr 可以由向量组 α1, . . . , αs 线性表出，如果 r > s，那么向量组 β1, . . . , βr

线性相关; 如果 β1, . . . , βr 线性无关，则 r ≤ s.

定理 3.3.4. 等价的线性无关的向量组所含向量的数目相等.

定理 3.3.5. 向量组的任意两个极大线性无关组所含向量的数目相等.

定理 3.3.6. 向量组 α1, . . . , αs 线性无关的充要条件是它的秩等于 s.

定理 3.3.7. 如果向量组 1 可以由向量组 2 线性表出，则 1 的秩 ≤ 2 的秩.

定理 3.3.8. 等价的向量组有相同的秩.

结论 3.3.1. rank{α1, . . . , αs, β1, . . . , βr} ≤rank{α1, . . . , αs}+rank{β1, . . . , βr}.

结论 3.3.2. 一个向量组的任何一个线性无关组都可以扩充成一个极大线性无关组.

3.4 子空间的基和维数

定理 3.4.1. Kn 的每一个非零子空间 U 都有一个基. 从子空间 U 的一个非零向量出发，可以扩充成 U

的一个基.

定理 3.4.2. Kn 的每一个非零子空间 U 的任意两个基所含向量的数目相等.

定理 3.4.3. 设 U 是 Kn 的 r 维子空间，则 U 中任意 r 个线性无关的向量是 U 的一个基.
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定理 3.4.4. 设 U 和 W 是 Kn 的两个非零子空间，如果 U ⊆ W，则 dimU ≤ dimW .

定理 3.4.5. 设 U 和 W 是 Kn 的两个非零子空间，且 U ⊆ W，如果 dimU = dimW，则 U = W .

定理 3.4.6. Kn 中，向量组 α1, . . . , αs 的一个极大线性无关组是由这个向量组生成的子空间 U =<

α1, . . . , αs > 的一个基，从而

dim < α1, . . . , αs >= rank{α1, . . . , αs}

3.5 矩阵的秩

定理 3.5.1. 矩阵的初等行、列变换不改变矩阵的秩.

定理 3.5.2. 矩阵的秩等于行秩等于列秩，等于不为零的子式的最高阶数，从而行空间的维数等于列空
间的维数.9

结论 3.5.1. 一个 n 级矩阵 A 的秩等于 n 当且仅当 |A| ̸= 0.

结论 3.5.2. 设 s× n 矩阵 A 的秩为 r，则 A 的不等于零的子式所在的列 (行) 构成 A 的列 (行) 向量
组的一个极大线性无关组.

3.6 线性方程有解的充要条件

定理 3.6.1. 线性方程组 x1α1 + . . .+ xnαn = β 有解

⇐⇒ β ∈< α1, . . . , αn >

⇐⇒< α1, . . . , αn, β >=< α1, . . . , αn >

⇐⇒ dim{α1, . . . , αn, β} = dim{α1, . . . , αn}
⇐⇒ 它的系数矩阵的秩等于增广矩阵的秩.

定理 3.6.2. 线性方程组有解时，如果它的系数矩阵 A 的秩等于未知量数目 n，那么有唯一解，如果小

于 n，则有无穷多解.

3.7 齐次线性方程组的解集的结构

定理 3.7.1. 数域 K 上的 n 元齐次线性方程组的解空间 W 的维数为 dimW = n − rank(A), 其中 A

是方程组的系数矩阵，dimW 也即是 A 中自由未知量的个数.

3.8 非齐次线性方程的解集的结构

定理 3.8.1. 如果数域 K 上 n 元非齐次线性方程组有解，则它的解集 U 为

U = {γ0 + η | η ∈ W},

其中 γ0 是非齐次线性方程组的一个解，W 是它的导出组的解空间. 此时，我们把集合 {γ0 + η | η ∈ W}
记作 γ0+W , 称它是一个 W 型的线性流形 (或子空间 W 的一个陪集)，把 dimW 称为线性流形 γ0+W

的维数.

结论 3.8.1. 如果 n 元非齐次线性方程组有解，则它解唯一的充要条件是它的导出组只有零解.
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3.9 本章补充

结论 3.9.1. 设 A = (aij) 是实数域上的 n 级矩阵，如果

aii >
n∑

j=1
j ̸=l

|aij |, i = 1, 2, . . . , n

那么 |A| > 0.

4 矩阵的运算

4.1 矩阵的运算

结论 4.1.1. 设 A、B 都是 n 级矩阵，如果 A2 = B2，则不能推出 A = B 或者 A = −B.

结论 4.1.2. 若 n 级矩阵 A =



0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
...

...
0 0 0 . . . 1

0 0 0 . . . 0


, 则 rank(Am) =

n−m, m < n

0, m ≥ n

4.2 特殊矩阵

结论 4.2.1. 两个 n 级对角矩阵的乘积还是 n 级对角矩阵，并且是把相应的主对角元相乘.

定理 4.2.1. 两个 n 级上三角矩阵 A,B 的乘积仍为上三角矩阵，并且 AB 的主对角元等于其相应的主

对角元的乘积.

结论 4.2.2. 用 Eij 左 (右) 乘一个矩阵 A, 相当于把 A 的第 j 行搬到第 i 行的位置 (把 A 的第 i 列搬

到第 j 列的位置)，其余行 (列) 都为零.

定理 4.2.2. 用初等矩阵去左 (右) 乘一个矩阵，就相当于对 A 作了一次相应的初等行 (列) 变换.

结论 4.2.3. 与主对角元两两不同的对角矩阵可交换的矩阵也是对角矩阵.

结论 4.2.4. 与所有 n 级矩阵可交换的矩阵一定是 n 级数量矩阵.

结论 4.2.5. 数域 K 上任一 n 级矩阵都可以表示成一个对称矩阵和一个反对称矩阵的和，并且表法唯

一，即 A =
A+A′

2
+

A−A′

2
.

结论 4.2.6. 矩阵的 2 型初等行变换 (即两行交换) 可以通过一些 1 型与 3 型初等行变换实现.

结论 4.2.7. 设 A,B 都是 n 级对称矩阵，则 AB 为对称矩阵的充要条件是 A 与 B 可交换.

结论 4.2.8. 设 A 是数域 K 上一个 s × n 矩阵，如果 A 的秩为 r，那么 A 的行向量组的一个极大线

性无关组与 A 的列向量组的一个极大线性无关组交叉位置的元素按照原来的排法组成的 r 阶子式不等

于 0.
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结论 4.2.9. 斜对称矩阵的秩是偶数.

定理 4.2.3. (循环移位矩阵) 令 C =



0 1 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0
...

...
0 0 0 . . . 0 1

1 0 0 . . . 0 0


, 称 C 为循环移位矩阵，则有：

1. 用 C 左 (右) 乘一个矩阵，就相当于把这个矩阵的行 (列) 向上 (右) 移一行 (列)，第一行换到最
后一行 (最后一列换到第一列).

2.
n−1∑
l=0

Cl = J，其中 J 元素全为 1.

结论 4.2.10. n 级矩阵 A =


a1 a2 . . . an

an a1 . . . an−1

...
...

a2 a3 . . . a1

 称为循环矩阵，则 A = a1I + a2C + a3C
2 + . . . +

anC
n−1，其中 C 为循环移位矩阵.

结论 4.2.11. 初等矩阵可以表示成形如 I+aijEij 这样的矩阵的乘积，对角矩阵D = diag{1, . . . , 1, 0, . . . , 0}
可以表成形如 I + aijEij 这样的矩阵的乘积.

4.3 矩阵乘积的秩和行列式

定理 4.3.1. 设 A = (aij)s×n, B = (bij)n×m，则 rank(AB) ≤ min{rank(A), rank(B)}.

定理 4.3.2. rank(ATA) = rank(AAT) = rank(A) = rank(AT)

定理 4.3.3. rank(A+B) ≤ rank(A) + rank(B).

定理 4.3.4. 若 As×nBn×m = 0，则 rank(A) + rank(B) ≤ n.

定理 4.3.5. (Sylvester) 设 A,B 分别是 s× n, n×m 矩阵，则 rank(AB) + n ≥ rank(A) + rank(B).

定理 4.3.6. |AB| = |A||B|.

定理 4.3.7. (Cauchy-Binet) 设 A 是 s× n 矩阵，B 是 n× s 矩阵，则：

|AB| =


0, s > n

∑
1≤v1<v2<...<vs≤n

A

 1, 2, . . . , s

v1, v2, . . . , vs

B

v1, v2, . . . , vs

1, 2, . . . , s

 , s ≤ n

也即 |AB| 等于 A 的所有 s 阶子式和 B 的对应 s 阶子式的乘积之和.

定理 4.3.8. 设 A 是 s× n 矩阵，B 是 n× s 矩阵，且有 r ≤ s, 则有：

1. 如果 r > n，那么 AB 的所有 r 阶子式都等于 0.
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2. 如果 r ≤ n，那么 AB 的任一 r 阶子式为

AB

(
i1, i2, . . . , ir

j1, j2, . . . , jr

)
=

∑
1≤v1<v2<...<vr≤n

A

(
i1, i2, . . . , ir

v1, v2, . . . , vr

)
B

(
v1, v2, . . . , vr

i1, i2, . . . , ir

)

定理 4.3.9. (满秩分解定理) 如果 s× n 的矩阵 A 的秩为 r，那么存在 s× r 的列满秩矩阵 B 和 r× n

的行满秩矩阵 C 使得 A = BC.

结论 4.3.1. 若 A是 C上的 n级循环矩阵，第一行为 (a1, a2, . . . , an)，则 |A| =
n−1∏
i=0

f(wi)，其中 w = e 2π
n i.

结论 4.3.2. 设 A,B 都是 n 级矩阵，则 AB 和 BA 的 r 阶的所有主子式之和相等，其中 1 ≤ r ≤ n.

结论 4.3.3. 设 A 是一个 n×m 矩阵，m ≥ n− 1，并且 A 的每一列元素的和都为 0，则 AA′ 的所有

元素的代数余子式都相等.

结论 4.3.4. 实数域上的 n 级矩阵 A = (B,C)，其中 B 为 n×m 矩阵，则 |A|2 ≤ |B′B||C ′C|.

结论 4.3.5. 设 A,B 分别是数域 K 上 s × n, n ×m 矩阵，则 rank(AB) = rank(B) 当且仅当齐次线

性方程组 (AB)X = 0 的每一个解都是 BX = 0 的解.

结论 4.3.6. 设 A,B 分别是数域 K 上 s× n, n×m 矩阵，若 rank(AB) = rank(B)，则对数域 K 上

任意 m× r 矩阵 C，都有 rank(ABC) = rank(BC).

结论 4.3.7. 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，如果存在正整数 m 使得 rank(Am) = rank(Am+1)，则对

一切 k ∈ Z+, rank(A
m) = rank(Am+k).

结论 4.3.8. 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，则对任意 k ∈ Z+, rank(A
n) = rank(An+k).

结论 4.3.9. 对于实数域上的任一 s× n 矩阵 A，都有 rank(AA′A) = rank(A).

4.4 可逆矩阵

定理 4.4.1. A∗A = |A|I. 若 A−1 存在，则 A−1 =
1

|A|
A∗.

定理 4.4.2. n 级矩阵 A 可逆

⇐⇒ rank(A) = n

⇐⇒ |A| ̸= 0

⇐⇒ A 的行 (列) 向量组线性无关
⇐⇒ A 的行 (列) 向量组为 Kn 的一个基

⇐⇒ A 的行 (列) 空间等于 Kn.

结论 4.4.1. 若 AB = I，则 A,B 都可逆，且 A−1 = B,B−1 = A.

结论 4.4.2. 可逆矩阵 A 可以表示成一些初等矩阵的乘积.

结论 4.4.3. 用可逆矩阵去左 (右) 乘矩阵 A，不改变 A 的秩.

结论 4.4.4. 可逆的对称 (斜对称) 矩阵的逆矩阵也是对称 (斜对称) 矩阵.
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结论 4.4.5. 可逆的上 (下) 三角矩阵也是上 (下) 三角矩阵.

结论 4.4.6. 设 A,B 分别是数域 K 上 n×m,m× n, 如果 In −AB 可逆，那么 Im −BA 也可逆，并

且 (Im −BA)−1 = Im +B(In −AB)−1A.

定理 4.4.3. 任何方阵都可以表示成一些下三角矩阵与上三角矩阵的乘积.

4.5 矩阵的分块

结论 4.5.1. 若 A 是对合矩阵，则 rank(I +A) + rank(I −A) = n.

结论 4.5.2. 若 A 为幂等矩阵，则 rank(A) + rank(I −A) = n.

结论 4.5.3. 设 A,B 分别是 s × n, s × m 矩阵，则矩阵方程 AX = B 有解的充要条件是 rank(A) =

rank(A,B).

结论 4.5.4. 设 As×n ̸= 0, Bn×m 的列向量组是 β1, . . . , βm；Cs×m 的列向量组是 δ1, . . . , δm，则

AB = C ⇐⇒ βj是线性方程AX = δj的一个解, j = 1, 2, . . . ,m

结论 4.5.5. 若分块对角矩阵 A = diag{A1, A2, . . . , As}的每个子矩阵都可逆，则 A的逆为 diag{A−1
1 , A−1

2 , . . . , A−1
s }.

结论 4.5.6. A =

(
A11 A12

0 A22

)
的逆矩阵 A−1 =

(
A−1

11 −A−1
11 A12A

−1
22

0 A−1
22

)
，其中 A11, A22 都可逆.

结论 4.5.7. B =

(
0 B1

B2 0

)
的逆矩阵 B−1 =

(
0 B−1

2

B−1
1 0

)
，其中 B1, B2 都可逆.

结论 4.5.8. 设 A,B 分别是 s× n, n× s 矩阵，则

∣∣∣∣∣In B

A Is

∣∣∣∣∣ = |In −BA| = |Is −AB|.

结论 4.5.9. 设 A,B,C,D 都是 n 级矩阵，且 AC = CA，则有

∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ = |AD − CB|，此处不要求

|A| ̸= 0.

结论 4.5.10. 设 A,D 分别是 r, s 级矩阵，则 |D||A−BD−1C| = |A||D − CA−1B|.

结论 4.5.11. 设 A = diag{a1In1
, a2In2

, . . . , asIns
}，其中 a1, a2, . . . , as 两两不同，那么与 A 可交换的

矩阵一定是分块对角矩阵 diag{B1, B2, . . . , Bs}，其中 Bi 是 ni 级方阵.

结论 4.5.12. 设 A,B 都是 n 级矩阵，则 (AB)∗ = B∗A∗.

结论 4.5.13. 设 A 是数域 K 上的 n(n ≥ 2) 级矩阵，如果 |A| = 1, 那么 A 可以表示成 1 型初等矩阵
的乘积.

结论 4.5.14. 如果 n 级矩阵 A 的所有顺序主子式都不等于 0，那么存在 n 级下三角矩阵 B 使得 BA

为上三角矩阵.
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4.6 正交矩阵，欧几里得空间 Rn

定理 4.6.1. 设实数域上的 n 级矩阵 A 的行向量组为 γ1, . . . , γn，列向量组为 α1, . . . , αn，则：A 为正

交矩阵当且仅当 γiγ
T
j , 1 ≤ i, j ≤ n;

αT
i αj , 1 ≤ i, j ≤ n;

定理 4.6.2. 实数域上的 n 级矩阵 A 是正交矩阵的充要条件是：A 的行 (列) 向量组是欧几里得空间
Rn 的一个标准正交基.

结论 4.6.1. 如果正交矩阵是上三角矩阵，则一定是对角矩阵，且主对角元是 1 或 −1.

结论 4.6.2. 设 A 是 n 级正交矩阵，则对欧几里得空间 Rn 的任一列向量 α，都有 |Aα| = |α|.

定理 4.6.3. 列满秩矩阵 An×m 的 QR 分解.

结论 4.6.3. 设 A 是实数域上的 n 级矩阵，如果 |A| = 1 且 A 的每一个元素等于它自己的代数余子式，

那么 A 为正交矩阵；如果 |A| = −1 且 A 的每一个元素等于自己的代数余子式乘以 −1，那么 A 是正

交矩阵.

结论 4.6.4. 位于正交矩阵的任意 k 行 (列) 的所有 k 级子式的平方和为 1.

4.7 Kn 到 Ks 的线性映射

定理 4.7.1. 映射 f : S → S′ 是可逆的当且仅当 f 是双射.

定理 4.7.2. dim(kerA) + dim(ImA) = dim(Kn).

定理 4.7.3. 设 A 是数域 K 上 s× n 矩阵，是 Kn 到 Ks 的一个线性映射，则：

1. A 是单射当且仅当 ker(A) = 0.

2. A 是满射当且仅当 A 的值域为 Ks.

3. 当 n = s 时，A 是单射当且仅当 A 是满射，从而是双射.

定理 4.7.4. 两个有限维向量空间同构当且仅当它们的维数相等.

4.8 本章补充

结论 4.8.1. 设 A 是实数域上的 n 级矩阵，若 A 的所有顺序主子式都大于 0, 且所有非主对角元都小
于 0，那么 A−1 的每个元素都大于 0.

结论 4.8.2. 设 A 是数域 K 上的 n 级可逆矩阵，α, β 是 K 上 n 维列向量，且 1 + β′A−1α ̸= 0，则

(A+ αβ′)−1 = A−1 − 1

1 + β′A−1α
A−1αβ′A−1.
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5 矩阵的相抵与相似

5.1 等价关系与集合的划分

定义 5.1.1. 集合 S 上的一个二元关系 ∼ 如果具有下述性质：∀a, b, c ∈ S，有

1. a ∼ a 反身性,

2. a ∼ b ⇒ b ∼ a 对称性，

3. a ∼ b, b ∼ c ⇒ a ∼ c 传递性

则称 ∼ 为集合 S 上的一个等价关系.

5.2 矩阵的相抵

定义 5.2.1. 数域 K 上的矩阵 A 如果经过一系列初等行变换和初等列变换变成矩阵 B，则称 A 和 B

是相抵的.

定理 5.2.1. 设数域 K 上 s × n 矩阵 A 的秩 r > 0，则存在 K 上 s 级、n 级可逆矩阵 P,Q，使得

A = P

(
Ir 0

0 0

)
Q.

定理 5.2.2. 任何一个秩为 r 的矩阵都可以表示成 r 个秩为 1 的矩阵之和.

结论 5.2.1. 设 A 是实数域上 n 级对称矩阵，且 A 的秩 r ̸= 0. 则 A 至少有一个 r 阶主子式不为 0，A

的所有不等于 0 的 r 阶主子式都同号.

结论 5.2.2. 设 A,B,C 分别是数域 K 上 s× n, p×m, s×m 矩阵，则矩阵方程 AX − Y B = C 有解

的充要条件是 rank

(
A 0

0 B

)
= rank

(
A C

0 B

)
.

结论 5.2.3. 设 A,B 都是 n 级矩阵，则 rank(I −AB) ≤ rank(I −A) + rank(I −B).

结论 5.2.4. 设 A,B 都是 n级矩阵，如果 AB = BA = 0,且 rank(A2) = rank(A)，那么 rank(A+B) =

rank(A) + rank(B).

结论 5.2.5. 设 A,B 都是 n 级矩阵，如果 AB = BA = 0, 那么存在正整数 m 使得 rank(Am +Bm) =

rank(Am) + rank(Bm).

5.3 广义逆矩阵

5.4 矩阵的相似

定义 5.4.1. 设 A,B 都是数域 K 上 n级矩阵，如果存在 K 上一个 n级可逆矩阵 P ,使得 P−1AP = B，

则称 A,B 相似.

结论 5.4.1. 相似的矩阵有如下性质：

1. 相似矩阵的和、乘积、幂也相似
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2. 相似矩阵的行列式相等

3. 相似矩阵的秩相等

4. 相似矩阵的迹相等

5. 相似矩阵有相同的特征多项式，从而有相同的特征值 (包括重数相同)

6. 相似的矩阵或者都可逆，或者都不可逆；当它们都可逆时，它们的逆矩阵也相似

定理 5.4.1. 数域 K 上的 n 级矩阵 A 可对角化的充要条件是，存在 Kn 中 n 个线性无关的列向量

α1, α2, . . . , αn 以及 K 中 n 个数 λ1, λ2, . . . , λn，使得 Aα1 = λ1α1, Aα2 = λ2α2, . . . , Aαn = λnαn, 此时
令 P = (α1, α2, . . . , αn), 则 P−1AP = diag{λ1, λ2, . . . , λn}.

结论 5.4.2. 如果 A,B 可交换，则 P−1AP,P−1BP 也可交换.

结论 5.4.3. 如果 A 可对角化，则 A ∼ AT.

结论 5.4.4. 如果数域 K 上 n 级矩阵 A,B 满足 AB −BA = A，则 A 不可逆.

结论 5.4.5. 与幂等矩阵、对合矩阵、幂零矩阵相似的矩阵仍是该类矩阵.

结论 5.4.6. 与数量矩阵 kI 相似的矩阵只有 kI 自己.

定理 5.4.2. 设 f(x) = a0 + a1x+ . . .+ amxm 是数域 K 上的一元多项式，A 是数域 K 上的一个 n 级

矩阵，如果 A ∼ B，则 f(A) ∼ f(B).

结论 5.4.7. 幂等矩阵一定可对角化，并且如果幂等矩阵 A 的秩为 r(r > 0)，则 A ∼

(
Ir 0

0 0

)
.

结论 5.4.8. 数域 K 上的幂等矩阵的秩等于它的迹.

5.5 矩阵的特征值和特征向量

定义 5.5.1. 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，如果 Kn 中有非零列向量 α 使得 Aα = λ0α, 且 λ0 ∈ K，

则称 λ0 是 A 的一个特征值，称 α 是 A 的属于特征值 λ0 的一个特征向量.

定理 5.5.1. 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，则

1. λ0 是 A 的一个特征值当且仅当 λ0 是 A 的特征多项式 |λI −A| 在 K 中的一个根；

2. α 是 A 的属于特征值 λ0 的一个特征向量当且仅当 α 是齐次线性方程组 (λ0I − A)X = 0 的一个

非零解.

结论 5.5.1. 若 λ1, λ2, . . . , λn 是 n 级矩阵 A 在数域 K 内的 n 个特征值，则 λ1 + λ2 + . . . + λn =

tr(A), λ1λ2 . . . λn = |A|.

结论 5.5.2. 数域 K 上的幂零矩阵的特征值都是 0.

定理 5.5.2. λ1 是数域 K 上 n 级矩阵 A 的一个特征值，则 λ1 的几何重数不超过它的代数重数.
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结论 5.5.3. 设 A 是数域 K 上的 n 级可逆矩阵，如果 A 有特征值，那么 A 的特征值不等于 0.

结论 5.5.4. 设 A 是一个 n 级正交矩阵，则

1. 如果 A 有特征值，那么它的特征值是 1 或 −1

2. 如果 |A| = −1，那么 −1 是 A 的一个特征值

3. 如果 |A| = 1 且 n 为奇数，那么 1 是 A 的一个特征值

定理 5.5.3. 设 A,B 分别是数域 K 上 s× n, n× s 矩阵，则：

1. AB 和 BA 有相同的非零特征值，并且重数相同

2. 如果 α 是 AB 的属于非零特征值 λ0 的一个特征向量，那么 Bα 是 BA 的属于特征值 λ0 的一个

特征向量.

结论 5.5.5. 用 J 表示元素全为 1 的 n 级矩阵，则数域 K 上 n 级矩阵 J 的全部特征值是 n(一
重),0；J 的属于 n 的所有特征向量的集合是 {k1n|k ∈ K, k ̸= 0}，J 的属于 0 的所有特征向量的集合

是 {k1η1 + k2η2 + . . . + kn−1ηn−1|k1, k2, . . . , kn−1 ∈ K且不全为 0}, 其中 η1 = (1,−1, 0, . . . , 0)T, η2 =

(1, 0,−1, . . . , 0)T, . . . , ηn−1 = (1, 0, 0, . . . ,−1)T.

结论 5.5.6. 复数域上 n 级循环移位矩阵 C = (εn, ε1, . . . , εn−1) 的全部特征值是 1, ξ, . . . , ξn−1，其中

ξ = ei 2πn ；属于特征值 ξm 的所有特征向量集合是 {k(1, ξm, ξ2m, . . . , ξ(n−1)m)′|k ∈ C, k ̸= 0}.

结论 5.5.7. 设 f(x) = a0 + a1x+ . . .+ amxm 是数域 K 上的一元多项式，如果 λ0 是 K 上 n 级矩阵

A 的一个特征值，且 α 是 A 的属于 λ0 的一个特征向量，那么 f(λ0) 是矩阵 f(A) 的一个特征值，且

α 是 f(A) 的属于 f(λ0) 的一个特征向量.

结论 5.5.8. 设 A 是实数域上的 n 级矩阵，如果 I − A 的特征多项式的所有复根的模都小于 1，那么

0 < |A| < 2n.

5.6 矩阵可对角化的条件

定理 5.6.1. 矩阵的属于不同特征值的特征向量线性无关，也即矩阵的特征向量组线性无关，且在相似
标准型中特征值 λj 在主对角线上出现的次数等于属于 λj 的特征子空间的维数.

定理 5.6.2. 数域 K 上的 n 级矩阵可对角化的三个充要条件：

1. 矩阵的属于不同特征值的特征子空间的维数之和等于 n

2. 有 n 个不同的特征值

3. 矩阵的特征多项式的全部复根都属于 K，且每个特征值的几何重数等于代数重数

结论 5.6.1. 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，如果 Kn 中任意非零列向量都是 A 的特征向量，那么 A

一定是数量矩阵.

结论 5.6.2. 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，如果 A 可对角化，那么 A−1, A∗ 也可对角化.

结论 5.6.3. 设 A,B 是数域 K 上的 n,m 级矩阵，它们分别有 n,m 个不同的特征值，设 f(λ) 是 A 的

特征值，且 f(B) 为可逆矩阵，则对任意 n×m 矩阵 C 都有矩阵 G =

(
A C

0 B

)
可对角化.
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5.7 实对称矩阵的对角化

定理 5.7.1. 实对称矩阵的特征多项式在复数域的每一个根都是实数，从而每一个根都是它的特征值.

定理 5.7.2. 实对称矩阵的属于不同特征值的特征向量是正交的，故一定正交相似于对角矩阵.

定理 5.7.3. 两个实对称矩阵正交相似的充要条件是它们相似. 因此对于所有 n 级实对称矩阵组成的集

合来说，特征值 (包括重数) 是相似关系下的 完全不变量.

结论 5.7.1. 若实对称矩阵 A,B 有相同的特征多项式，则 A,B 相似.

结论 5.7.2. 若实对称矩阵 A 正交相似于对角矩阵，则 A 一定是对称矩阵.

结论 5.7.3. 如果 n 级实矩阵 A 的特征多项式在复数域中的根都是实数，则 A 一定正交相似于上三角

矩阵.

结论 5.7.4. 任一 n 级复矩阵一定相似于一个上三角矩阵.

结论 5.7.5. 设 A 是实数域上的 n 级斜对称矩阵，则

∣∣∣∣∣2In A

A 2In

∣∣∣∣∣ ≥ 22n，等号成立当且仅当 A = 0.

结论 5.7.6. 正交矩阵的特征多项式在复数域中的根的模都等于 1.

结论 5.7.7. 正交矩阵如果有两个不同的特征值，那么它的属于不同特征值的特征向量是正交的.

5.8 本章补充

结论 5.8.1. 设 A 是复数域上的 n 级可逆矩阵，如果 A ∼ Ak，则 A 的特征值都是单位根.

定理 5.8.1. (Gersgorn 圆盘定理) 设 A 是 n 级复矩阵，令 Di(A) = {z ∈ C | |z − aii| ≤
∑
j ̸=i

|aij |}, 称

Di(A) 是 A 的 n 个 Gersgorn 圆盘. 则 A 的每一个特征值都在 A 的某个 Gersgorn 圆盘中.

结论 5.8.2. 设 A 是 n 级复矩阵，如果 |aii| > (n− 1)|aij |, j ̸= i，那么 A 可逆.

结论 5.8.3. 设 A,B 都是数域 K 上的 n 级矩阵，如果 A ∼ B，则 A∗ ∼ B∗(伴随矩阵).

结论 5.8.4. 设 B 是 2n 级实矩阵，满足 B2 = −I，则存在 2n 级实可逆矩阵 P 使得 P−1BP =(
0 In

−In 0

)
.

6 二次型，矩阵的合同

6.1 二次型和它的标准型

定义 6.1.1. 系数在数域 K 中的 n 个变量 x1, x2, . . . , xn 的一个二次齐次多项式，称为数域 K 上的一

个n 元二次型.

定义 6.1.2. 数域 K 上两个 n 元二次型 XTAX�Y TBY，如果存在一个非退化线性替换 X = CY 把

XTAX 变为 Y TBY，则称二次型 XTAX,Y TBY 等价.
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定义 6.1.3. 数域 K 上两个 n 级矩阵 A,B, 如果存在 K 上的一个可逆矩阵 C 使得 CTAC = B，则称

A,B 合同.

定理 6.1.1. 数域 K 上两个 n 元二次型 XTAX,Y TBY 等价当且仅当 n 级对称矩阵 A,B 合同.

引理 6.1.1. 设 A,B 都是数域 K 上的矩阵，则 A 合同于 B 当且仅当 A 经过 K 上的一系列成对初等

行、列变换可以变成 B，并且对 I 只作其中的初等列变换得到的可逆矩阵 C 就使得 CTAC = B.

定理 6.1.2. 数域 K 上任一对称矩阵都合同于一个对角矩阵.

定理 6.1.3. 数域 K 上任一二次型都等价于一个只含平方项的二次型.

结论 6.1.1. 二次型 XTAX 的标准形中系数不为 0 的平方项个数 r 等于它的矩阵的秩.

结论 6.1.2. 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，则 A 是写对称矩阵当且仅当对于 Kn 中任一列向量 α, 都
有 αTAα = 0.

结论 6.1.3. 设 A 是数域 K 上的 n 级对称矩阵，如果对于 Kn 中任一列向量 α, 都有 αTAα = 0，则

A = 0.

结论 6.1.4. 秩为 r 的对称矩阵可以表示为 r 个秩为 1 的对称矩阵之和.

结论 6.1.5. 设 n 级实对称矩阵 A 的全部特征值按大小顺序排成 λ1 ≥ λ1 ≥ . . . λn，则对于 Rn 中任一

列向量 α ̸= 0，都有 λn ≤ αTAα

|α|2
≤ λ1.

结论 6.1.6. 设 A 是 n 级实对称矩阵，则存在一个正实数 c 使得对于 Rn 中任一列向量 α 都有

|αTAα| ≤ cαTα.

结论 6.1.7. 设 B 是 n 级实矩阵，B′B 的全部特征值排序成 λ1 ≥ λ1 ≥ . . . λn, 如果 B 有特征值，那

么 B 的任一特征值 µ 满足
√
λn ≤ µ ≤

√
λ1.

结论 6.1.8. 设 A,B 都是 n 级实对称矩阵，并且 AB = BA，则存在一个 n 级正交矩阵，使得

TTAT, TTBT 都是对角矩阵.

结论 6.1.9. 设 n 元实二次型 XTAX 的矩阵 A 的一个特征值是 λi, 则存在 Rn 中非零向量 α =

(a1, a2, . . . , an)
T，使得 αTAα = λi(a

2
1 + a22 + . . .+ a2n).

结论 6.1.10. 设 A =

(
A1 A2

A3 A4

)
是一个 n 级对称矩阵，且 A1 是 r 级可逆矩阵，则有 A ≃

(
A1 0

0 B

)
.

6.2 实二次型的规范性

定理 6.2.1. n 元实二次型 XTAX 的规范形是唯一的.

定理 6.2.2. 两个 n 元实二次型等价

⇐⇒ 它们的规范形等价
⇐⇒ 它们的秩相等并且正惯性指数也相等.

定理 6.2.3. 两个 n 级实对称矩阵合同 ⇐⇒ 它们的秩相等并且正惯性指数也相等. 从而秩和正惯性指
数是合同关系下的完全不变量.
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定理 6.2.4. 两个 n 级复对称矩阵合同当且仅当它们的秩相等.

结论 6.2.1. 设 A 为一个 n 级实对称矩阵，如果 |A| < 0, 则在 Rn 中有非零列向量 α 使得 αTAα < 0.

结论 6.2.2. 一个 n 元实二次型可以分解成两个实系数 1 次齐次多项式的乘积当且仅当它的秩等于 2，

并且符号差为 0，或者它的秩为 1.

结论 6.2.3. 设实二次型 f(x1, x2, . . . , xn) = l21 + . . .+ l2s − l2s+1 − . . .− l2s+u, 其中 li 是 x1, . . . , xn 的 1

次齐次多项式，则 f(x1, x2, . . . , xn) 的正惯性指数 p ≤ s, 负惯性指数 q ≤ u.

6.3 正定二次型与正定矩阵

定义 6.3.1. n 元实二次型 XTAX 称为正定的，如果对 Rn 中任意非零列向量 α 都有 αTAα > 0.

定理 6.3.1. n 元实二次型是正定的

⇐⇒ 它的正惯性指数等于 n

⇐⇒ 它的规范形为 y21 + . . .+ y2n

⇐⇒ 它的标准形中 n 个系数全大于 0

定义 6.3.2. 实对称矩阵 A 称为正定的，如果实二次型 XTAX 是正定的.

定理 6.3.2. n 元实对称矩阵 A 是正定的

⇐⇒ 对 Rn 中任意非零列向量 α 都有 αTAα > 0

⇐⇒A 的正惯性指数为 n

⇐⇒A ≃ I, 即 A 的合同规范形为 I

⇐⇒A 的合同标准形中主对角元全大于 0
⇐⇒A 的特征值全大于 0

⇐⇒A 的所有顺序主子式大于 0.

结论 6.3.1. 与正定矩阵合同的实对称矩阵也是正定矩阵.
与正定二次型等价的实二次型也是正定的，从而非退化线性替换不改变实二次型的正定型.
正定矩阵的行列式大于 0.
正定矩阵的迹大于 0.

结论 6.3.2. 对于任一实可逆矩阵 C, 都有 CTC 是正定矩阵.

结论 6.3.3. 若 C 是正定的，则 A−1, A∗, Ak 也是正定的.

结论 6.3.4. 若 n 级实对称矩阵 A 是正定的且 Pn×m 列满秩，则 PTAP 也是正定的.

结论 6.3.5. 设 A 是 n 级实对称矩阵，它的 n 个特征值的绝对值中最大的记作 Sr(A)，则当 t > Sr(A)

时，tI +A 是正定矩阵.

结论 6.3.6. n 级实对称矩阵 A 是正定的充要条件是，有可逆实对称矩阵 C 使得 A = C2.

结论 6.3.7. 如果 A 是 n 级正定矩阵，那么存在唯一的正定矩阵 C 使得 A = C2.

结论 6.3.8. 如果 A 是 n 级正定矩阵，B 是 n 级实对称矩阵，则存在一个 n 级实可逆矩阵 C，使得

CTAC 与 CTBC 都是对角矩阵.
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结论 6.3.9. 如果 A,B 都是 n 级正定矩阵，且 AB = BA，则 AB 也是正定矩阵.

结论 6.3.10. 实对称矩阵 A 是正定的充要条件是 A 的所有主子式大于 0.

结论 6.3.11. n 元实二次型为正定的必要条件是，它的 n 个平方项的系数全是正的.

结论 6.3.12. 如果 A 是 n 级正定矩阵，B 是 n 级半正定矩阵且 B ̸= 0，那么 |A+B| > max{|A|, |B|}.

结论 6.3.13. 设 M =

(
A B

B′ D

)
是 n 级正定矩阵，其中 A 是 r 级矩阵，则 A,D,D − B′A−1B 都是

正定矩阵.

结论 6.3.14. 设 M =

(
A B

B′ D

)
是 n 级正定矩阵，其中 A 是 r 级矩阵，则 |M | ≤ |A||D|, 等号成立

当且仅当 B = 0.

结论 6.3.15. 如果 A 是 n 级正定矩阵，那么 |A| < a11 . . . ann.

结论 6.3.16. 如果 C 是 n 级实可逆矩阵，那么 |C|2 ≤
n∏

j=1

(c21j + . . .+ c2nj).

6.4 本章补充

结论 6.4.1. (极分解定理) 对于任一实可逆矩阵 A，一定存在一个正交矩阵 T 和两个正定矩阵 S1, S2

使得 A = TS1 = S2T，且这两种分解都是唯一的.

结论 6.4.2. 如果数域 K 上 n 级对称矩阵 A 的顺序主子式全不为零，那么存在 K 上主对角元全为 1

的上三角矩阵 B 与主对角元全不为零的对角矩阵 D 使得 A = B′DB，并且这种分解是唯一的.

结论 6.4.3. 设 A 是数域 K 上的 n 级对称矩阵，如果 B 是 K 上主对角元全为 1 的 n 级上三角矩阵，

那么 B′AB 与 A 的 k 阶顺序主子式相等，k = 1, 2, . . . , n.

结论 6.4.4. 设 A 是数域 K 上 n 级对称矩阵，且顺序主子式全不为零. 则在结论6.4.2中的对角矩阵 D

的主对角元为

d1 = |A1|, dk =
|Ak|
|Ak−1|

, k = 2, 3, . . . , n

, 其中 |Ak| 是 A 的 k 阶顺序主子式.

结论 6.4.5. 设 A 是 n 级实对称矩阵，如果 A 的顺序主子式全不为 0，则 A 的正惯性指数等于数列

1, |A1|, . . . , |An−1|, |A|

的保号数，而 A 的负惯性指数等于这个数列的变号数. 这告诉我们，对于 n 级实对称矩阵，如果它的

顺序主子式全不为零，那么计算它的顺序主子式就可以求出它的正、负惯性指数.

结论 6.4.6. 如果 A 是 n 级正定矩阵，那么对于 Rn 中任一非零列向量 α 有

∣∣∣∣∣A α

α′ 0

∣∣∣∣∣ < 0.

结论 6.4.7. 如果 n 级矩阵 A = (aij), B = (bij) 都是正定的，那么矩阵 C = (aijbij) 也是正定的.

结论 6.4.8. 设 A 是 n 级可逆实对称矩阵，则 A 是正定矩阵当且仅当对于一切 n 级正定矩阵 B，有

tr(AB) > 0.
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